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RESUMO

A Teoria de conjuntos busca estudar o agrupamento de elementos que tenham caracteristi-
cas ou propriedades comuns, sendo de grande importancia por sua aplicagao nao somente
na Matematica como também de outras ciéncias. As defini¢oes, propriedades e teoremas
que estao descritas neste trabalho tem por finalidade prover uma estruturacao fundamen-
tada e concisa, evitando contradi¢oes ou lacunas quanto as suas aplicagoes. Através de
exemplos e demostragoes, evidenciamos que nao somente os conceitos pertinentes ao es-
tudo de conjuntos podem ser tteis nas ciéncias, mas também as operacoes de conjuntos
aliadas a logica de sentencas tem grande valia, pois fundamentam toda uma estrutura
de pensamento usada no meio cientifico. Diante do exposto, objetivo deste trabalho ¢é
analisar a aplicacao da Teoria de conjuntos na Matematica e em outras areas das ciéncias,
servindo como instrumento de apropriacao conceitual. Portanto, recorremos a literatura
para uma fundamentacao teoérica sobre o tema abordado e sua aplicabilidade nas diversas
situagoes que exijam a disciplinaridade. Por fim, esperamos que este trabalho seja de
instrumento de motivacao e compreensao em uma area que tem servido como um norte

na pesquisa matematica e cientifica.

Palavras-chave: Teoria de conjuntos, Operagoes de Conjuntos, Aplicabilidade.



ABSTRACT

Set Theory studies the grouping of elements that have common characteristics or pro-
perties, being of great importance for its application in Mathematics as well as in other
sciences. The definitions, properties and theorems that are described in this essay are
intended to provide a well-founded and concise structuring, avoiding contradictions or
gaps regarding their applications. Through examples and demonstrations, we make clear
that not only the concepts relevant to the study of sets can be useful in science, but
also set operations combined with sentence logic are of great value, as they underlie an
entire structure of thought used in scientific area. Thus, this work aims to analyze the
application of Set Theory in Mathematics and in other areas of science, being helpful as
an instrument of conceptual appropriation. Therefore, we searched the literature for a
theoretical foundation on the topic and its applicability in different situations that require
disciplinary approach. Finally, we hope that this study will be an instrument of investiga-
tion and understanding in an area that has an important role as a guide in mathematical

and scientific research.

Keywords: financial mathematics; teaching; amortization.
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1 INTRODUCAO

A busca pelo rigor matematico, passou a exigir o desdobramento e/ou a inclusao
de determinados campos do saber que tivessem um papel agregador ao desenvolvimento
da Matematica. A Teoria de Conjuntos é uma das areas que tras uma contribuicao real
para o estudo nao somente na Matemaéatica mas de outras areas afins e de outros campos do
saber. O estudo de conjuntos e de determinados conceitos relativos a estes sempre foram
essenciais, como no ambito de conjuntos numéricos e da algebra que assim os sucede, de
funcoes e das leis por estes determinadas, da logica proposicional a partir de sentengas,
dentre outras.

Segundo Lima| (2013} p.2), "A Matematica se ocupa primordialmente de niimeros
e do espaco. Portanto, os conjuntos mais frequentemente encontrados na Matematica
sdo os conjuntos numeéricos, as figuras geométricas (que sao conjuntos de pontos) e os
conjuntos que se derivam destes, como os conjuntos de fungoes, de matrizes etc". A
logica e a linguagem que se seguem pela ideia de conjunto embasam fortemente defini¢oes
que norteiam as ciéncias, pois evita lacunas ou paradoxos na compreensao de conceitos

gerais. Vale destacar que:

Toda Matematica atual é formulada na linguagem de conjuntos. Por-
tanto, a nogdo de conjunto é a mais fundamental: a partir dela, todos
0s conceitos matematicos podem ser expressos. Ela também é a mais
simples das ideias matemaéticas. [Lima/ (2013, p.2)

A Base Nacional Comum Curricular Brasil (2018) explicita a natureza da Matema-
tica de, nao somente, realizar técnicas de calculos com nameros e atividades de contagem
e medicao, mas, por vezes, criar sistemas abstratos, onde a compreensao destes pode ser
utilizado na resolucao de problemas no mundo fisico. Dessa forma, a relacao da aplicacao
de conceitos e defini¢oes de conjuntos moldam uma articulagao com outros campos mate-
méticos - dlgebra, geometria, probabilidade, estatistica, anélise, logica e outras. Diante do
exposto, esse trabalho tem por objetivo geral analisar a aplicacao da Teoria de conjuntos
nos demais campos da Matemética e nas demais areas do saber cientifico, servindo como
instrumento de apropriacao conceitual.

Determinadas habilidades estao elencadas na BNCC Brasil (2018)) que se podem

se entrelacar com conceitos vigentes na Teoria de conjuntos:

e (EF02MA15) Reconhecer, comparar e nomear figuras planas (circulo, quadrado, re-
tangulo e triangulo), por meio de caracteristicas comuns, em desenhos apresentados

em diferentes disposi¢oes ou em solidos geométricos

e (EF04MA17) Associar prismas e piramides a suas planificagoes e analisar, nomear
e comparar seus atributos, estabelecendo relagoes entre as representacoes planas e

espaciais.
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e (EFO5MA16) Associar figuras espaciais a suas planificagdes (prismas, piramides,

cilindros e cones) e analisar, nomear e comparar seus atributos.

e (EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeragao decimal, como o que prevaleceu
no mundo ocidental, e destacar semelhancas e diferencas com outros sistemas, de
modo a sistematizar suas principais caracteristicas (base, valor posicional e fungao
do zero), utilizando, inclusive, a composi¢ao e decomposigao de nimeros naturais e

nimeros racionais em sua representacao decimal.

e (EF06MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los em relagao as

medidas dos lados e dos angulos.

e (EF06MA20) Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classifica-los em relagao

a lados e a angulos e reconhecer a inclusao e a interseccao de classes entre eles.

e (EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relacao observada.

Portanto, esse trabalho se propoe elencar conceitos e defini¢goes que, uma vez com-
preendidos, venham agregar ao processo de ensino e aprendizagem e expor situacoes que
evidenciem a aplicagao interdisciplinar e transdisciplinar da teoria de conjuntos. O obje-
tivo geral dessa pesquisa é alcangado através dos seguintes objetivos especificos: a) Iden-
tificar os principais conceitos e propriedades relativos a Teoria de conjuntos; b) Investigar
aplicagoes da Teoria de conjuntos na area da Matematica, bem como em outras ciéncias;
c) Apresentar as contribui¢oes ao processo de apropriagao conceitual a partir da relagao
do estudo de conjuntos e suas propriedades as diversificadas areas do conhecimento.

Essa pesquisa, que é de natureza qualitativa, por aprofundar-se em modelos que
visem o significado daquilo que esta sendo abordado, e quantitativa, pois visa modelos
abstratos e descricao de situagoes que produzem regularidades, como menciona Minayo,
Deslandes e Gomes| (2009), foi realizada através da anélise de material bibliografico que
busca basear-se em documentos os quais versam sobre o tema abordado.

Este trabalho foi dividido em 4 capitulos. O primeiro capitulo remete as questoes
introdutoérias desse trabalho. O segundo aborda os conceitos elementares ,e nao menos
importantes, de conjuntos e suas derivacoes - tipos de conjuntos, subconjuntos, familia
de conjuntos - ; quantificadores 16gicos; operacoes de conjuntos, propriedades operatorias
e seus desenvolvimentos. O terceiro capitulo retrata algumas aplicagoes da Teoria de
conjuntos relacionadas dentro das areas da Matematica e de outros campos cientificos. O

quarto capitulo sao apresentadas as consideracoes finais.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Conjuntos
2.1.1 Conceito de conjuntos, elementos e pertinéncia

Os estudos de Cantor o levaram a seguinte definigao de um conjunto: um conjunto é
qualquer colecao de objetos definidos, distinguiveis, de nossa intuicao ou de nosso intelecto,
para serem concebidas como um todo. Os objetos sdo chamados de elementos (membros)
do conjunto.

Dado que um conceito primitivo é aquele que nao necessita de definicao para sua

afirmacao, no estudo de conjuntos, alguns conceitos primitivos devem ser considerados:
e Conjunto: designado por uma letra maituscula do alfabeto latino
e Elemento: designado por uma letra mintscula do alfabeto latino

e Relacao de pertinéncia: relagao entre elemento e conjunto, designado pelo simbolo

“e” que é lido “pertence a”, “é elemento de” ou “é¢ membro de”. De modo analogo,

o simbolo “¢” é denotado por “ndo pertence”.
Outro conceito importante é o de conjunto universo dado a seguir:

Defini¢ao 2.1 (Conjunto Universo). |Novaes (2018, p.6) Conjunto universo é o conjunto

de todos os elementos de interesse em determinado contexto.

O conjunto universo (universo do discurso ou conjunto fundamental), identificado
por U, uma vez fixado, permite considerarmos apenas conjuntos cujos elementos perten-
¢am a U. Analisemos o exemplo a seguir: Dados dois pontos distintos A e B, o conjunto de

pontos P equidistantes a estes serd determinado de acordo com o conjunto U considerado:

1. Se o conjunto U for o segmento de reta AB, entao o conjunto solicitado seré o ponto
médio P de AB.

2. Se o conjunto U for o plano onde A e B estao contidos, entao o conjunto dos pontos

P sera a reta mediatriz do segmento AB.

3. Se o conjunto U for o espago contendo os pontos A e B, entao o conjunto dos pontos

P em questao sera o plano mediador do segmento AB.

2.1.2 Designagao de conjuntos

O modo de designagao de um conjunto deve nos permitir decidir se um determinado
objeto particular é ou nao um elemento desse conjunto. Eis algumas formas de designacao

de conjuntos:
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a) Propriedade caracteristica dos elementos: dada uma propriedade P que
defina o conjunto A, os elementos pertencentes ao conjunto universo U que atendem
a propriedade P sao pertencentes ao conjunto A. Esse modo de designagao menciona
um elemento genérico do conjunto, acompanhado de uma propriedade que o caracteriza.
Normalmente, é designado como A ={z: P(x)} ou A={z € U: P(z)}.

Exemplo 2.2. : A= {z: 2 = 2n,n € N}, designa o conjunto A dos nimeros x tais que
¢ um nimero do tipo 2n, para algum n inteiro; B = {x € N: x| 99}, designa o conjunto

de todos os numeros inteiros positivos divisores de 99.

b) Listagem dos elementos: este modo de designagao de um conjunto consiste
em listar os seus elementos entre chaves, sendo que, quando necesséario, usam-se reticéncias

para omitir os elementos de mesma propriedade ja expressos explicitamente.

Exemplo 2.3. : N={1,23,...}, designa o conjunto dos nimeros naturais;
M) =4...,—15,-10,-5,0,5,10,15, ...}, designa o conjunto dos multiplos inteiros de
by

P={2,3,57,11,13,...}, designa o conjunto dos nimeros primos.

¢) Formula recursiva: é um de modo designagao obtido por meio da chamada

defini¢ao recursiva, que consiste nas seguintes clausulas:

1. Cldusula bdsica: estabelece explicitamente pelo menos um elemento do conjunto,

assegurando que nao ¢é vazio.

2. Cldusula recursiva: estabelece uma formula sisteméatica para assegurar que novos

elementos possam ser obtidos através do(s) elemento(s) ja conhecido(s).

3. Cldusula terminal: assegura que as clausulas (1) e (2) sejam os tinicos meios pelos

quais os elementos do conjunto em questao podem ser obtidos.

Um exemplo da féormula recursiva sao os Axiomas de Peano, para um conjunto

ACN:
1. 1€ A
2. Sex e A, entao x + 1 € A;
3. Por (1), temos 1 € A, e por (2), temos que 2 € A, 3 € A, 4€ A, 5 €A, ....

d) Fungao caracteristica: por definigao, dado um conjunto A tal que A C U, a

funcao carateristica de A é definida por:

1, se z€ A

NA(Q:)_{ 0, se w¢ A : (1)
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Portanto, a fungao caracteristica associa a cada elemento de um conjunto universo U, um

e somente, um dos valores: 1 ou 0, de acordo com sua pertinéncia ao conjunto.

2.1.3 Subconjuntos

Por definicdo, um conjunto A é denominado subconjunto de um conjunto B se
todo elemento de A é também elemento de B e é utilizada a seguinte notacao: A C B,
que também pode indicar “A esta contido em B” ou “A é parte de B”. Desse modo,
entende-se que r € A = x € B. Ainda temos que, quando existir pelo menos um z tal
que x € A e x ¢ B, teremos que A nao é subconjunto de B, tendo por notacio A ¢ B.
A relacao de inclusao se apoia em tal sentenca, de modo a obedecer as seguintes
propriedades:
a) Reflexdo: A C A.
b) Antissimétrica: se A C B e B C A, entao A = B. Através do método da dupla
inclusao, fornece uma maneira de demonstragao de igualdade de dois conjuntos.
c¢) Transitiva: se A C Be B C C, entao A C C. Essa propriedade segue como base para
o raciocinio dedutivo, denominado por silogismo. Um exemplo amplamente conhecido é
o seguinte caso:
Todo ser humano € um animal. Todo animal é mortal. Logo, todo ser humano € mortal.
Considerando os seguintes conjuntos A, B e C, tais que A = {x;x é um ser humano},
B = {z;x é animal}, C' = {z; x é mortal}, teremos a seguinte equivaléncia para o silogismo

anteriormente mencionado:

ACB
BCC
ACC

Tais propriedades sao tteis para elucidacao dos elementos componentes de um

conjunto. Veja o exemplo:

Exemplo 2.4. : Demonstre que o conjunto A = {z € R :a < x < a+ £, para algum
a € R,y e R, neNY}, €igual ao conjunto B = {a}.

€ N.
:07

entao x < a. Como, por hipdtese, x > a, entao x = a. Suponhamos, por contradi¢cdo, que

Demonstragao 2.5. : Temos que a < a < a+ ¥ , para algum a € R, y € Ry,
Portanto, B C A. Das desigualdades a < a < a + %, temos que % > 0. Para

Sk 3

x> a. Logo, * —a > 0. Como £ > 0, podemos, sem perda de generalidade, considerar

4 =222 Comox—a>0,resulta quexr —a>**=2%2=x>a+ %, o que contradiz a

hipdtese. Portanto, v < a. Desse modo, chega-se que A C B. Resulta das inclusoes aqui

demonstradas que A = B.
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2.1.4 Subconjuntos préprios

Existe uma classe de subconjuntos muito importante para a teoria de conjuntos

que sao chamados de subconjuntos proprios, que tém a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6. [Novaes (2018, p.83) Dado um conjunto A # 0, sendo A subconjunto de
B, tal que exista, pelo menos, um elemento de B nao pertencente a A, o conjunto A serd
chamado subconjunto proprio de B e tem por notagio A C B. No caso de A nao ser

subcongjunto proprio de B, serd usada a notagao A C B.

De modo geral, para demonstrar que A é subconjunto proprio de B, necessitamos
demonstrar que um elemento arbitrario de A pertence a B, mas nem todo elemento
de B pertence a A. Ou seja, em termos de propriedades caracteristicas dos elementos,
equivale a demonstrar que se um elemento arbitrario x tem a propriedade que caracteriza
os elementos de A, entao também tem a propriedade que caracteriza os elementos de B,
porém a reciproca nao vale.

Uma aplicacao amplamente valida se da nas propriedades de inclusao dos conjuntos
ao relacionarmos os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos.
Através da sequéncia de inclusoes N C Z C Q C R C C podemos notar que a propriedade
transitiva é a dnica que é valida para a inclusao propria. De fato, todo niimero natural
é inteiro; todo ntmero inteiro é racional; todo ntmero racional é real; todo nimero real
é complexo. Porém, um nimero inteiro negativo nao é natural; um ntmero racional
irredutivel nao é inteiro; um ntmero irracional nao é racional; um nimero complexo puro

nao é real.

2.1.5 Conjuntos finitos e conjuntos infinitos

Aqui, denotaremos por I, = {1,2,3,4,...,k} o conjunto dos niimeros naturais de
1 até k, sendo k£ € N e pelo simples processo de contagem, nota-se que [ tem exatamente

k elementos. Diante do exposto, um conjunto finito pode ser definido como segue:

Definigao 2.7. |Novaes (2018, p.51)Um conjunto A € dito finito se A é vazio ou se existe,

para algum k natural, uma bijecao f : I — A.

No primeiro caso, dizemos que A tem zero elementos. No segundo caso, dizemos
que k é o nimero de elementos de A. Em ambos os casos, estamos nos referindo a cardi-
nalidade do conjunto A, chamado também de niimero cardinal de A, denotado por n(A).
Portanto, contar elementos de um conjunto A significa definir uma bijecao f : I — A,
em que [, = {1,2,3,...,k} e k sendo o proprio ntmero cardinal de A. Por essa bijegao,

temos a seguinte associacao de elementos de I e A:

f(1) = ay, f(2) = Qg, f(3) =as, ..., f(k) = ag, com A = {ahaz,as,"' 7ak}-
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Exemplo 2.8. Dada a fatoracao de um numero inteiro positivo x em niumeros primos
distintos py, pa, pPs, -+, Pn, OU Seja, x = pIpPpP.oplh g € N, 1 < i < n, o
conjunto D (z) dos divisores de positivos de x é um conjunto finito e sua cardinalidade é
n[D(z)]=(@+1).(2+1).(gs+1)..... (gn +1). O conjunto das raizes de um polinémio

de grau n a uma varidvel € finito, cuja cardinalidade € igual a n.

De modo analogo, temos a definicao de conjunto infinito. E para tal, devemos

negar a defini¢ao formal de conjunto finito

Definigao 2.9. Um conjunto A é chamado infinito se nao for vazio e se, para todo k € N,

nao exista uma bijecao.
f : ]k — A

Outra definicao para conjuntos infinitos foi proposta por J. W. R. Dedekind que

enuncia o seguinte:

Defini¢ao 2.10. [Novaes (2018, p.53) Um conjunto € infinito se ele € uma bijecao de um

subconjunto proprio de st mesmo.

Em outras palavras, um conjunto ¢ infinito se existe uma bije¢ao entre ele e um
subconjunto préprio dele. Um exemplo a ser citado é com relagao ao conjunto dos niimeros
naturais. Tomemos o conjunto P dos ntimeros pares. Definamos a fungao f : N — P
por f(k) = 2k, para todo k € N. Dado um m € P (m = 2n), existe um n € N
tal que f(n) = 2n = f(n) = m. Assim, f é sobrejetiva. Se f(m) = f(n), entao
2m = 2n = m = n. Portanto, f é injetiva. Logo, f é uma bijecao e conclui-se que N é
infinito.

Diante do que ja foi exposto nesta secao, nota-se que dado um conjunto finito,
qualquer subconjunto préprio dele também sera finito. O teorema a seguir deixa mais

clara essa situacao.

Teorema 2.11. Dados A e B conjuntos finitos, se A é subconjunto proprio de B, entao

n(A) < n(B).

Demonstracao 2.12. Suponhamos n(A) = r e n(B) = s. Assim, existe uma bije-
cao entre A e o conjunto I, = {1,2,3,...,r} de modo que podemos escrever A =
{a1,as,a3,...,a.}, onde k < ay, para todo k € I.. Como A € um subconjunto pro-

prio de B, existe pelo menos um e no mdrimo m (1 < m < s —r) elementos de B
que nao pertencam a A. Sendo B um conjunto finito, podemos designd-lo por B =
{a1,as,as, -+ ,ap, b1, b, b3, - by}, em que by (1 <1< m) representa os elementos per-
tencentes a B porém nao a A. Por definicao, existe uma bijecao entre B e o conjunto
Ly = {1,2,3,--- ;r;r+1L,r+2,r+3,---,7+m}, de modo que s = n(B) = r + m.
Logo, s > r.
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2.1.6 Conjuntos Equivalentes e Enumeraveis

Surgem, naturalmente, questionamentos se dois conjuntos tém ou nao a mesma
quantidade de elementos. Em se tratando de conjuntos finitos, a resposta pode ser en-
contrada apenas pela simples contagem em cada dos conjuntos postos. No caso de serem
conjuntos infinitos, é necessario definirmos quando dois conjuntos terao a mesma quanti-

dade de elementos.

Definigao 2.13. |Lipschutz (1967, p.187) Dados dois conjuntos A e B, dizemos que A é
equivalente a B, designado por A ~ B, se existir uma funcao f : A — B que € bijetora e
definida sobre B.

Exemplo 2.14. : Sejam os conjuntos N e Z. e uma func¢ao definida por

se x € uwm nimero natural par,

z
_ 27
f@) =3 % cumn , (2)
_(T)= se x € um numero natural impar,
que associa os numeros pares de N aos nimeros nao negativos de Z. e 0s numeros impares

de N aos numeros negativos de 7.
Além disso, também sao verificadas as propriedades:

1. Reflexiva (A ~ A) para qualquer conjunto A, pois a fungao identidade f: A — A é

biunivoca e definida sobre A.

2. Simétrica (A ~ B — B ~ A). De fato, se A ~ B, entao existe uma fungao

f: A — B que é uma bijecao. Portanto existe uma funcao inversa f=!: B — A.
Assim, A ~ B implica B ~ A.

3. Transitiva (A~ Be B~ C - A~ (). Como A~ Be B ~ C, entao existem
fungdes f : A — B e g : B — C bijetivas. Desse modo, a fung¢ao produto g o f :
A — C & uma bijegao definida sobre C. Logo, A ~ B e B ~ C implica A ~ C.

Pela definicao de conjuntos equivalentes, e pela familiaridade e aplicagao dos conjuntos
dos niimeros naturais, evidencia-se a necessidade das defini¢oes de conjuntos enumeraveis

e conjuntos contaveis que se segue:

Defini¢ao 2.15. |Lipschutz (1967, p.189) Um conjunto é chamado enumerdvel se € equi-

valente ao conjunto dos niumeros naturais.

Exemplo 2.16. Uma sequéncia infinita qualquer a,, as, as, ... de elementos distintos é

um conjunto enumerdvel, visto que € uma funcao f(n) = a,, cujo dominio é N.
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2.1.7 Familia de conjuntos e conjunto das partes

Novaes| (2018, p.112)Ao conjunto que, pelo menos, um de seus elementos é um
conjunto, dar-se o nome de familia de conjuntos (ou colegdo de conjuntos, ou classe de
conjuntos). As familias de conjuntos s@o designadas por letras maiusculas do alfabeto
latino: A, B, C, D, ---. Um exemplo da empregabilidade desse conceito esté na relagao
de pertinéncia, a qual nao se aplica a propriedade transitiva. Suponhamos os conjuntos
A ={0}, B={{0},1}, C ={{{0},1},2}. Nesse caso, temos que A € B, B € C, porém
A ¢ C, mostrando a inaplicabilidade da propriedade transitiva na relagao de pertinéncia.

Novaes| (2018, p.112) Define-se conjunto das partes ao conjunto cujos elementos
sao todos os subconjuntos de um conjunto dado. Sua notagao é dada por P(A), para um
conjunto A qualquer e, simbolicamente, é denotado como P(A) = {X : X C A}.

A cardinalidade do conjunto das partes de um conjunto finito se da pelo teorema

a seguir:

Teorema 2.17. Dado o um conjunto finito A que tem m elementos, o conjunto das partes

de A tem 2™ elementos.

Demonstragao 2.18. Para o caso do conjunto ser vazio, teremos o conjunto das par-

tes sendo unitdrio, pois para os m elementos de A, se tomados 0 elementos, passamos

m
a ter < 0 > = 1 subconjunto de A. Para subconjuntos unitdrios, teremos subconjuntos

m

tomando elementos um a um, ou seja, < ) subconjuntos. Para subconjuntos com dois

~ . . m .
elementos, sao tomados elementos dois a dois, resultando em 5 subconjuntos. Pro-

cedendo de forma andloga, formamos subconjuntos com m — 1 elementos, obtendo, assim,

| subconjuntos. Ao considerarmos o proprio conjunto A, que é subconjunto de
m —

st proprio, teremos ( ) = 1 subconjunto. Logo, o numero total de subconjuntos de A

m

(D)) ()

2.1.8 Igualdade de Conjuntos

Por definicao, dois conjuntos A e B sao iguais se todo elemento de A também
pertence a B e se todo elemento de B também pertence a A. A notagao usual é:
A= B (A é¢igual a B)

Simbolicamente, podemos escrever como A = B < (V) (z € A <3 x € B), ou seja,

x pertence a A se e somente se x pertence a B, para qualquer x. Como consequéncia da
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definicao, a ordem e a repeticao de um ou mais elementos nao serao relevantes. Analise-

mos os seguintes conjuntos:

41

A = {a:aé&um elemento ndo nulo na representagao decimal do niimero racional £},

B = {b: b é um elemento ndo nulo na representagao decimal do nimero racional % ,

C = {c¢ : ¢ & um elemento ndo nulo na representagdo decimal do numero racional
4036363637

33300000000

Todos os conjuntos mencionados anteriormente sao iguais, visto que:
Al —0,123123123 - - -,

333

M= 0,132132132 -,

4036363637 __

3500000000 = 0, 1212121212312 - -

Portanto, A = B =C = {1,2,3}.
Se por um lado, conjuntos iguais sao definidos como conjuntos dados cujos todos
elementos de um pertencem ao outro e vice-versa, a negacao disso nos da a definicao de

conjuntos diferentes:

Definigao 2.19. |Novaes (2018, p.62) Dados dois conjuntos A e B, se pelo menos um
elemento de A nao pertence a B ou, se pelo, menos um elemento de B nao pertence a A,

entdo o conjunto A € diferente do conjunto B, e terd por nota¢ao A # B.

Simbolicamente, temos A # B < (3x)(r € Aex ¢ B)ou (Fy)(y € Bex ¢ A).

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.20. : Sejam os conjuntos A e B tais que A = {quadrildteros equildteros}
e B = {quadrildteros equidngulos}. Tais conjuntos sao diferentes pois um retdngulo é
equidngulo, porém, nao serd equildtero, se nao for um quadrado. Um losango € equildtero,

mas so serd equidngulo caso seja também um quadrado.
As seguintes propriedades sao verificadas para igualdades de conjuntos:
1. Reflexiva: A=A
2. Simétrica: A=BeB=A

3. Transitiva: Se A= Be B=C,entao A=C
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2.2 Quantificadores
2.2.1 Fungoes Proposicionais e Conjunto Verdade

Lipschutz (1967, p.298) Seja um conjunto A. Uma fun¢do proposicional ou sen-
tenga aberta em A é uma expressao que apresenta uma propriedade p(x) tal que p(a) é

verdadeiro ou falso para a € A.

Exemplo 2.21. : Seja p(x) : © + 2 > 7. Desse modo, p(x) € uma fungao proposicional
em N, para x € N, pois dependendo do valor assumido por x, p(x) serd verdadeiro (para

x <5) ou serd falso (para x > 5).

Se p(z) é um a fungdo proposicional num conjunto A, entdo o conjunto dos ele-
mentos a € A tal que p(a) é verdadeiro é chamado de Conjunto Verdade, denotado por
V, de p(z).

Exemplo 2.22. : Considere a fungao proposicional p(x) : x + 4 > 8, definida em N.
Logo, {z |z € N, x+4 >8} ={5,6,7,8,9,---} € o conjunto verdade de A.

Exemplo 2.23. : Seja p(x) : x +6 < 1. Temos, entdo, que o conjunto verdade de p(x)
emNé{z|zeN, z+6<1}=0.

2.2.2 Quantificador universal

Lipschutz (1967, p.299) Seja uma fungao proposicional p(z) em um conjunto A.
Assim, (Va € A)p(z) é uma proposi¢ao que se 1& "Para todo elemento x em A, p(z) é uma
proposicao verdadeira”, onde o simbolo V é chamado de quantificador universal. Note que
o conjunto verdade de p(x) é o proprio conjunto A, ou seja, V, = {x | x € A, p(z)}.

Observe que p(z) é uma sentenga aberta, porém, Vz, p(x) é uma proposigao e tem
valor verdade. Desse modo, podemos dizer que se {x | x € A,p(z)} = A, entao Yz, p(x)

¢ verdadeiro; se {z | x € A, p(x)} # A, entdo VY, p(z) é falso.

Exemplo 2.24. : A proposicao (Yn € N)(n+4 > 3), é verdadeira desde que {n | n+4 >
3} ={1,2,3,---} =N

Exemplo 2.25. : A proposi¢io (Vn € N) (n+2 > 8) € falsa, pois {n | n+2 > 8} =
{7a8797}7éN

2.2.3 Quantificador existencial

Lipschutz (1967, p.300) Dada uma fungao proposicional p(z) em um conjunto A,
a proposi¢ao (Jx € A)p(z) se l& "Eziste um elemento x em A, p(x) é uma proposicdo
verdadeira”, onde o simbolo 3 é chamado de quantificador existencial. Note que o conjunto
verdade de p(x) nao é vazio, ou seja, V, = {x | x € A, p(z)} # 0.

Observe que se {x | p(z)} # 0, logo, Iz, p(x) é verdadeira; se {x | p(z)} = 0, entao
Jz, p(z) é falso.
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Exemplo 2.26. : A proposicao (3n € N)(n +4 < 7) € verdadeira se {n | n+4 < 7} =
{1,2} #0.

Exemplo 2.27. : A proposi¢ao (Vn € N)(n+6 < 4) € falsa pois {n |n+6 <4} =0.

2.2.4 Negacao de Proposi¢coes com Quantificadores

Seja M o conjunto de todos os homens e a seguinte proposi¢ao p(x): "Todos os
homens sao mortais".A negacao dessa proposi¢ao é "Nao é verdade que todos os homens
sao mortais"ou, ainda, "Existe pelo menos um homem que nao é mortal". O que foi

escrito anteriormente pode ser reescrito da seguinte forma:
~ (Vx e M)p(x) =3z € M) ~ p(z)

De forma anéloga, ao utilizarmos o quantificador existencial, teremos:
~ (Jx € M)p(x) = (Ve € M) ~ p(x)

Desse modo, podemos entender como sendo a proposi¢ao que a negacao da proposicao
"Existe pelo menos um homem que é mortal"é "Nao é verdade que exista algum homem
que é mortal", ou, também, Todo homem nao é mortal". Ambas as situacoes elencadas

anteriormente sao referentes a dois teoremas:
Teorema 2.28 (De Morgan). ~ (Vo € A)p(z) = (3x € A) ~ p(z)
Teorema 2.29 (De Morgan). ~ (Jz € A)p(z) = (Vx € A) ~ p(z)

Os teoremas de De Morgan citados anteriormente podem ser entendidos como

sendo as seguintes proposicoes:

1. "Nao ¢é verdade que para cada a € A, p(a) é verdadeiro"que é equivalente a "Existe

um a € A tal que p(a) ¢ falso"(Teorema 2.3).

2. "Nao é verdadeiro que exista um a € A tal que p(a) seja verdadeiro"é equivalente a

proposigao "Para todo a € A, p(a) é falso (Teorema 2.4).

2.2.5 Contra-Exemplo

Uma aplicagao que se tem do Teorema 2.3 é o contra-exemplo. Para mostrar que
uma proposi¢ao Vz, p(z) é falsa temos que mostrar que 3z ~ p(z) é verdadeiro, ou seja,
que existe um elemento a € A tal que p(a) é falso. Tal elemento é o chamado contra-

exemplo da proposigao Vz, p(x).

Exemplo 2.30. : |Lipschuts (1967, p.302) Seja uma proposi¢io Vx, 2> > z, v € Q. A

L. . . . . P 1 - . 1\2 1
propost¢cao nao € verdadeira pois o numero 3 e um contm—exemplo, v1sto que (5) S 5"
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2.2.6 Funcgoes Proposicionais contendo mais de uma variavel

Lipschutz (1967, p.303) Considere os conjuntos A;, Ay, Az, ...,A,. Uma funcao
proposicional em A; x Ay X A3z X -+ X A,, de n variaveis é uma expressao designada por
p(xy, 2,3, -+, x,) na qual a propriedade p(ay, as, as,- -+ ,a,) é verdadeira ou falsa para

qualquer n-upla ordenada (ay, as,as, - ,a,) € Ay X Ay X Az X -+ X A,.

Exemplo 2.31. : Considere os conjuntos H (conjunto dos homens) e M (conjunto das

mulheres). A proposi¢ao "z € casado com y" é uma fun¢ao proposicional H x M.

Exemplo 2.32. : Seja o conjunto N. A proposicao "v + 2y + 3z = 18"¢ uma funcao
proposicional de N X N x N,

O principio basico de fun¢oes proposicionais de mais de uma variavel é que quanti-
ficadores de cada variavel que precedem uma fungao a tornam uma proposicao e fazem-na

ter um valor verdade.

Exemplo 2.33. : Sejam H = { Julio, Arnaldo, Tiago}, M = { Mdrcia, Antonia} e
p(x) : x € irmao dey. Assim, Vo € H,Jy € M,p(z), ou seja, para cada x pertencente
a H, existe um y pertencente a M tal que x € irmao de y. Logo, cada membro de H é

irmao de Mdrcia ou Antonia.

Exemplo 2.34. : Se tomarmos os mesmos conjuntos e a mesma proposi¢dao do exemplo
anterior, porém, escrevermos a fung¢ao proposicional Iy € M,¥Yx € H,p(x), serd estabe-
lecido que ao menos uma das mulheres em M € irma de todos os homens em H. Desse

modo, uma ordem diferente dos quantificadores define uma proposicao diferente.
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2.3 Uniao de Conjuntos

Defini¢ao 2.35. |Novaes (2018, p.161) A unido de dois conjuntos A e B é o conjunto

que contém os elementos pertencentes a A ou a B .

A uniao entre dois conjuntos A e B tem por notagao A U B e simbolicamente, é
identificada por AUB = {z : € A ou z € B}. Podemos representar a unido de dois

conjuntos A e B de acordo com o seguinte diagrama de Venn:

Figura 1: AUB

Fonte: Autor

Citaremos alguns exemplos que remetem & uniao de conjuntos:

Exemplo 2.36. : Consideremos um conjunto M = {x € N : x termina em 0} e N =
{z € N:z termina em 5}. Assim, AU B = {z € N:z termina em 0 ou em 5}, ou seja,
AUB = {x € N:z ¢ divisivel por 5}.

Exemplo 2.37. : Dados dois pontos distintos A e B, o conjunto formado pelos pontos
colineares a A e B e que estao entre eles € denominado segmento AB. Pelo dos pontos
A e B serem extremidades de AB, temos que AB = {A, B} U{X : X estd entre A e B}

2.3.1 Propriedades da Uniao

A operagao de uniao de conjuntos tem as seguintes propriedades:
1. (Identidade) AUD = A
2. (Dominante) AUU =U
3. (Idempotente) AUA=A
4. (Comutativa) AUB =BUA
5. (Associativa) (AUB)UC = AU (BUC)

Existem, também, as propriedades conjuntas da operacao de uniao com a relagao

de inclusao, que estao elencadas abaixo:
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1. ACAUBeBCAUB

2. AC B seesomentese AUB =B

3. ACC e BUC seesomente se AUB C C
4. AC Be AC C seesomentese AC BUC
5. Se AC B,entao AUC Cc BUC.

Citaremos, agora, as propriedades conjuntas das operagoes de uniao e de interse¢ao

de conjuntos:
1. (Absor¢ao) AN(AUB)=Ae AU(ANB)=A
2. (Distributividade da interse¢do em relagao a uniao) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

3. (Distributividade da uniao em relacdo a intersegao) AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

2.3.2 Uniao de uma quantidade finita de conjuntos

A nocao de uniao de dois conjuntos pode ser estendida para a definicao de uniao

de uma quantidade n > 2 finita de conjuntos pela definicao que se segue.

Definigao 2.38. |Novaes (2018, p.169) A uniao de n(n > 2) conjuntos Ay, Ag, Az, ..., A,

€ o conjunto de elementos pertencentes a, pelo menos, um desses n conjuntos.

Disso, podemos ver que a condicao para que um objeto possa ser elemento da
unido dos n conjuntos Ay, As, As, -+ , A, é: um objeto = pertence a |J;_, A; se e somente

se pertence a um dos conjuntos A;(1 <i < n).

Exemplo 2.39. : Dados os conjuntos Ay = {1,2}, Ay = {2,3}, A3 = {3,4}, ...,
A, = {n,n+ 1}, temos que

U, =1{1.2,3,--- ,n,n+ 1}
Exemplo 2.40. : Dados os n conjuntos C; = [—i,i](i € N tal que 1 < i < n), ou seja,
Cy =[-1,1], Cy =[-2,2], C3 = [-3,3], ---, C,, = [-n,n|, temos que |J._, = C,.
2.3.3 Uniao de uma familia de conjuntos

A seguinte definicado menciona um conceito muito importante sobre familia de

conjuntos retratados dentro do conjunto dos ntimeros naturais.

Definig¢ao 2.41. Nowaes (2018, p.172) Dado um conjunto I, cujos elementos sao denomi-
nados indices, uma familia {A;}icr de conjuntos com indices em I (ou conjunto indexado)

€ uma fung¢ao que, a cada i € I, corresponde um unico conjunto A;.
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Portanto, uma indexacao é uma funcado com dominio em [ e cuja imagem é o
conjunto indexado {A(i) : i € I}, denotado por {A; : i € I} ou A;. De posse do exposto,

temos a seguinte generalizacao da definicao para a operacao de interse¢ao de conjuntos.

Defini¢ao 2.42. |Novaes (2018, p.173) Dado um conjunto de indices I, uniao da familia
de conjuntos {A;}icr € o conjunto cujos elementos sio pertencentes a A;, para algum
1€ 1.

Essa definigao pode ser entendida, simbolicamente, por | J..; 4; = {z : © € A,

A (ou [JA4;). Uma maneira de compreendermos

iel
para algum i € I} e tem a notagao J,.,
a condicdo em que um objeto deve satisfazer para ser elemento da intersecao de A; é que
ele pertenca a A;, para algum ¢ € I. Vejamos o exemplo a seguir que corrobora com o

que foi exposto até aqui:

Exemplo 2.43. : Dada a familia de conjuntos D; = {% .k € um inteiro}(i € N), ou
seja,

Dy = {¥: k ¢ um inteiro },

Dy = {£: k ¢ um inteiro },

Ds = {% : k € um inteiro },

temos | J;ey = Q

2.3.4 Uniao disjunta de dois conjuntos

A uniao disjunta de dois conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos de
A ou de B mas nao de ambos. A notacao usada para uniao disjunta de dois conjuntos A
e B ¢ AUB e, simbolicamente, ¢ indicado por AUB = {x : ou z € A ou x € B}. Podemos

os seguintes casos de unioes disjuntas:

Exemplo 2.44. : Dados os conjuntos P dos nimeros inteiros positivos e () dos numeros
inteiros negativos, a uniao P U Q) € disjunta, pois nao existe um niumero inteiro positivo

e neqativo.

Exemplo 2.45. : Dados A={z€Q:2>°<2} e B={xe€Q:2?>2}, a uniago AUB
¢ disjunta, pois o nico nmimero que satisfaz tanto a x* < 2 quanto a x> > 2 ¢ \/5, que

sendo um niumero irracional nao pertence nem a A e nem a B

2.3.5 Particao de um conjunto

Definimos conjuntos mutuamente disjuntos (dois a dois disjuntos ou nao sobre-
postos) aos conjuntos Ay, Ay, As, -+, A, 0s quais nao existam A; e A; (1 <4,j <n), com
indices distintos e que tenham elementos em comum. Simbolicamente, podemos escrever

CO1mo:
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A;NA; =0, paratodoi#j (1 <i,j<n)
A partir disto, dado um conjunto A, vamos definir uma particao de A.

Definigao 2.46. |Novaes (2018, p.178) Dado um conjunto A, um conjunto {Ay,--- , A} C

P(A) é denominado uma parti¢io de A se satisfizer as sequintes condigoes:
e A ¢ 0, Vi=1,...,n;
e AiNnA;j=0,sei#j5,Vi,j=1....n
e A=AU...UA,

Portanto, uma particao de um conjunto A nao vazio é uma colecao de subconjuntos
nao vazios de A, dois a dois distintos, cuja unido disjunta é A e que tera por notagao
P = {A;}. O caso a seguir nos mostra uma aplicacao do conceito de particao de um

conjunto.

Exemplo 2.47. : Um numero pode ser denominado deficiente se a soma de seus divisores
proprios (divisores distintos dele mesmo) é menor que ele; pode ser denominado perfeito
se a soma de seus divisores proprios € igqual a ele; ou pode ser denominado abundante se a
soma de seus divisores proprios € maior que ele. Assim, 15 € um exemplo de um nimero
deficiente (1+3+5=19), 6 € um ezemplo de um nimero perfeito (1+2+3 =6), e 24 é
um exemplo de um nimero abundante (1 +2+3+ 446+ 8+ 12 = 36). Considerando
os conjuntos A = {n € N : n é um nimero deficiente}, B = {n € N : n é um nimero
perfeito} e C = {n € N : n é um nimero abundante}. Pelo fato desses conjuntos serem
nao vazios, dois a dois disjuntos e a uniGo AU BUC =N, temos que {A, B,C} € uma

particao de N

2.3.6 Triangulo de Bell

Dado um conjunto finito nao vazio A de cardinalidade k, quantas particoes de A
existem? A resposta a essa pergunta é equivalente a saber de quantos modos os sub-
conjuntos de A podem ser particionados. O ntmero de particoes de um conjunto de
cardinalidade k é denotado por By, conhecido por nimero de Bell. Ao considerarmos, por

exemplo, para k = 1, 2, 3, teremos:
1. (k=1) Dado A = {a}, s6 existe uma forma de particiona-lo: {{a}}. Assim, By, = 1.

2. (k =2)Dado A = {a, b}, existem duas formas diferentes de particiona-lo: {{a}, {b}},
{{a,b}}. Desse modo, Bj = 2.

3. (k = 3) Dado A = {a,b,c}, existirdo cinco formas diferentes de particioné-lo:

{{a}, {0}, {c}}, {{a}. {b. c}}, {0}, {a. c}}, {{c} {a, 0}}, {{a, b, ¢}}. Logo, By = 5.
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Podemos calcular os nameros de Bell através do tridngulo de Bell. Anélogo ao
triangulo de Pascal, o triangulo de Bell é formado por ntimeros que indicam os valores da
quantidades de partigoes de um conjunto. Também ¢é conhecido por tridngulo de Pierce
ou matriz de Aitken, em homenagem a mateméticos - Charles Sanders Pierce e Alexander
Craig Aitken - que descobriram o tridangulo mencionado.

O procedimento para construgao do triangulo de Bell ¢ mostrado a seguir:

e numeros da primeira linha: 1

e numeros da segunda linha: 1 (repeti¢ao), 2 (1+1)

e numeros da terceira linha: 2 (repeti¢ao), 3 (2+1), 5 (3+2)

e nimeros da quarta linha: 5 (repetigao), 7 (5+2), 10 (7+3), 15 (10+5)

e numeros da quinta linha: 15 (repeti¢do), 20 (15+5), 27 (20+7), 37 (27+10), 52
(37-+15)

e continua até a k-ésima linha. Desse modo temos o seguinte triangulo com os nimeros

dispostos:
1
1 2
2 3 5
5 7 10 15

15 20 27 37 52

Os numeros de Bell sao os tltimos de cada linha, ou seja, By =1, By =2, B3 = 5,

B4: 15, B5 =52
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2.4 Intersecao de Conjuntos

Definigao 2.48. |Nowvaes (2018, p.131) A interse¢ao entre dois conjuntos A e B € o

conjunto cujos elementos pertencem tanto a A quanto a B.

A intersecao entre dois conjuntos A e B tem por notacao AN B e simbolicamente,
é identificada por AN B = {z : © € A e x € B}. Portanto, um objeto pertence a AN B
e somente se pertencer a A e a B. Podemos representar a interse¢ao de dois conjuntos A

e B de acordo com o diagrama de Venn a seguir:

Figura 2: AN B

Fonte: Autor

Vejamos alguns casos que exemplificam a intersecao entre conjuntos:

Exemplo 2.49. : Suponhamos duas retas a e b, contidas em um mesmo plano e nao
coincidentes, que se intersectam. Desse modo, como a e b sao conjuntos de pontos temos
que aNb = { P}, ou seja, a interse¢io entre as retas a e b € o conjunto { P}, onde o ponto

P € a intersecao das retas supracitadas.

Exemplo 2.50. : Consideremos o conjunto M dos pontos de um plano « cuja distancia
a um ponto fizo O desse plano é menor do que ou igual a um nimero real R (R > 0), e o
conjunto N dos pontos do plano cuja distancia a esse mesmo ponto O € maior do que ou
igual a um ndmero real v (r > 0), sendo r < R. Assim, M NN € o conjunto dos pontos
desse plano a delimitado pelos dois circulos de centro comum O e de raios r e R.
2.4.1 Propriedades da intersegao
A intersecao de conjuntos tem as seguintes propriedades:
1. (Dominante) ANQ = 0.
2. (Identidade) ANU = A.

3. (Idempotente) AN A= A.
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4. (Comutativa) ANB = BNA.

5. (Associativa) AN (BNC)=(ANB)NC.

2.4.2 Propriedades de inclusao e intersegao

Existem propriedades conjuntas da relagao de inclusao e da operagao de intersegao

que sao as seguintes:
1. ANBCAeANBCB.
2. A C B seesomente se ANB = A.
3. C CAe(C C B seesomente se C C ANB.

4. Se AC B,entao ANC C BNC.

2.4.3 Conjuntos Disjuntos

Defini¢ao 2.51. |Novaes (2018, p.134) Dois conjuntos sao ditos disjuntos se ndo tém

elementos em comum.

A disjuncao de dois conjuntos é expressa, simbolicamente, por AN B = (). Além
disso, dois conjuntos disjuntos sao representados através do diagrama de Venn como segue

abaixo:

Figura 3: Conjuntos disjuntos A e B

Fonte: Autor

O conjunto vazio é o tnico conjunto disjunto de qualquer conjunto A. Se A é ou
nao vazio, teremos que ANP = (), pela propriedade dominante da interse¢ao. Ainda temos
que AN A = () e somente se A = (), pela propriedade idempotente.

H&a um teorema que retrata a respeito de conjuntos nao comparaveis, citado a

seguir.
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2.4.4 Intersecao de uma familia de conjuntos

Defini¢ao 2.52. |Novaes (2018, p.142) Dado um conjunto de indices I, interse¢io da
familia de conguntos {A;}ier € o conjunto cujos elementos sao pertencentes a A;, para
todo i € 1.

Essa definigdo pode ser entendida, simbolicamente, por ()..; 4; = {z : © € A,,

ou mesmo [ A). Uma maneira de

iel
para todo 7 € I} e tem a notagao (\,o; A (ou (N,
compreendermos a condi¢ao em que um objeto deve satisfazer para ser elemento de da
intersecao de A; é que ele pertenca a A;, para cada ¢ € I. Analisemos o exemplo.

Exemplo: Dada a familia de conjuntos F,, = {k € Z : k <n} (n € N), temos que
mie[ El = El, pOiS

Ey={keZ: k<1}={--,-3,-2-1,0,1}
Ey={keZ: k<1}={--,-3-2,-1,01}

Es={keZ : k<1}={--,-3,-2,—1,0,1}
Essa familia de conjuntos satisfaz £y C Fo C E3 C--- C E, C Epiq C---.

2.4.5 Intersecao de uma quantidade finita de conjuntos

Para uma quantidade finita n > 2 de conjuntos temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.53. |Novaes (2018, p.130) A intersecio de n (n > 2) conjuntos Ay, As,
Az, ---, A, € o conjunto cujos elementos pertencem simultaneamente a todos esses n

conjuntos.

A condigao de que um objeto deva satisfazer para ser elemento da interse¢ao de n
conjuntos Ay, Ay, As, ---, A, & um objeto x pertence a [);_; A; se e somente se pertence
a cada A;(1 <i<n).

Exemplo 2.54. : Dados os n conjuntos Ay = {1,2,3,---}, Ay = {2,3,4,---}, A3 =

{3,4,5,---}, -+, Ay ={n,n+1L,n+2---}, temos (_, = A, pois A1 D Ay D A3 D
DA,

Exemplo 2.55. : Dados os n conjuntos B; = [—i,i] (1 € N tal que 1 <i <n), de modo
que By = [—1,1], By = [-2,2], By = [-3,3], -+, B, = [—n,n], temos (;_, = By, pois

BicB,CcBysC---CB,.

Exemplo 2.56. : Dados os n conjuntos C; = {i,1*} (i € N tal que 1 < i < n), de modo
que Cy = {1}, Co = {2,4}, C3 = {3,9}, - -+, C, = {n,n?}, temos (;_, = 0. De fato, os
conjuntos C’;s nao sao disjuntos, dois a dois, pois Cy, = C2, para todo 1 < k < n, porém

Cy € disjunto de cada um dos demais conjuntos.
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2.5 Complementar

Definigao 2.57. p.211) Dado um subconjunto A de um conjunto universo
U, o complementar de A com relagio a U é o conjunto dos elementos de U que nao

pertencem a A.

Simbolicamente, o complementar de A em relagdo a U é dado por A® = {z € U :
x ¢ A} e a condigdo para que um objeto deva satisfazer para pertencer a A® é que se um
elemento pertencente a U pertence ao complementar de A se e s6 se nao pertence a A. O

diagrama de Venn que representa o complementar de um conjunto A e mostrado a seguir:

Figura 4: Complementar do conjunto A

Fonte: Autor

Consideremos, por exemplo, o conjunto U das retas de um plano «, r um elemento
fixado de @ e A o conjunto das retas do plano U que intersectam r. Desse modo, o
complementar de A em relagao a U é o conjunto de todas as retas do plano a que sao
paralelas a r.

Vejamos o caso de um dado conjunto universo U e dois subconjuntos A e B quais-

quer de U.

Exemplo 2.58. : Demonstremos que se x € um elemento qualquer de U, entao x pertence
a um e somente um dos sequintes conjuntos: AN B, ANBY, A°N B, A° N BC.

Demonstracao 2.59. Através da definicao de complementar de um conjunto, x € A ou
x € A®, porém, nao a ambos. De forma andloga, x € B ou x € BY, mas ndo a ambos.
Pela definicio de intersecao, temos que x € AN B ou x € AN B, mas ndo a ambos;

como também podemos ter que x € A° N B ou x € A° N BY, porém, nao a ambos.

2.5.1 Propriedades do Complementar

A operagao de complementar de conjuntos tem as seguintes propriedades:
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w

. (Involugao) (A%)¢ = A
4. A C B se e somente se B¢ C A¢
5. (leis de De Morgan)

e (ANB)Y = AN B“
e (AUB)Y = AN B¢

AN AC =)

(=)

7. AUAC =U

Analisemos alguns exemplos que nos fornecem a utilidade da aplicacao das propri-

edades de complementar de conjuntos.

Exemplo 2.60. : Demonstre que o conjunto A = {x € Z : x* é impar} €é subconjunto
de B={x € Z:x é impar}. Vamos provar que BY C A®. Para isso, vamos supor que
x € BY, ou seja, x € da forma x = 2n(n € Z), portanto, um mimero par. Elevando x ao
quadrado, obtemos x? = 4n? = 2-(2n?). Logo, X? € par e assim, x € A°. Conclui-se que
B® C A®, que € equivalente a A C B.

Exemplo 2.61. : Demonstre que o conjunto A = {p € N : p é primo} € subconjunto
do conjunto B = {p € N : \/p € irracional}. Vamos demonstrar que B¢ C A¢. Para
isso, vamos supor que p € BC, ou seja, VP € racional. Assim, \/p = %(a, b € N).
Elevando ambos os membros dessa igualdade ao quadrado obtemos p = Z—; & a? = pb?.
Porém, nessa igualdade, o expoente de p no primeiro membro € par, enquanto no sequndo
membro € impar, o que contradiz a unicidade do Teorema Fundamental da Aritmética.

Logo, demonstramos que B¢ C A®, que € equivalente a A C B.

2.5.2 Complementar relativo

Uma generalizagao do conceito de complementar de um conjunto A pertencente
ao conjunto universo U é o complementar de A em relacao a B, de modo que A C B. A

definicao a seguir torna preciso esse conceito.;

Definigao 2.62. |Novaes (2018, p.218) Dados A e B subconjuntos de um conjunto uni-
verso U, tais que A C B, o complementar relativo de A em B € o conjunto dos elementos

que pertencem a B mas nao a A.

Simbolicamente, o complementar relativo do conjunto A em relagao ao conjunto
B ¢ dado por C4 = {z: 12 € Bex ¢ A}, onde O3 ¢ a notagao do complementar de A
em relacao a B. Um exemplo a ser citado é que no conjunto universo dos quadrilateros,
o complementar do conjunto () dos quadrados é o conjunto dos quadrilateros que ou nao

sao retangulos ou nao sao losangos.
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2.5.3 Principio da Dualidade

O principio da dualidade diz que se uma afirmacao for feita sobre conjuntos é
verdadeira, entao a afirmacao obtida permutando C com D, C com 2O, U com N e U com
() também é verdadeira e reciprocamente.

Diante disso, chamamos de duais [Novaes (2018, p.219) as duas afirmagoes que
podemos obter uma da outra por meio do Principio da Dualidade, Portanto, se uma
afirmacao é verdadeira para quaisquer conjuntos, entao sua afirmacao dual seré verdadeira
para quaisquer tais conjuntos necessariamente.

A aplicabilidade do principio da dualidade nos fornece ferramentas nas demons-
tragoes onde novas afirmacoes sao obtidas das originais por meios das permutacoes ja
mencionadas. Nisso, podemos, também, estabelecer certa quantidade de afirmacoes e

aceitar seus duais como verdadeiras, sem a necessidade de argumento adicional.
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2.6 Diferenga de Conjuntos

Definigao 2.63. p.241) Dados A e B conjuntos quaisquer de um subcon-
jJunto U, denominamos diferenca entre A e B ao conjunto formado pelos elementos

que pertencem a A mas nao pertencem a B

A diferenca entre dois conjuntos A e B é denotada por A — B e, simbolicamente
¢ representada por A— B ={z:x € Aex ¢ B}. Note que A — B é uma generalizagdo
da operacao de complementar relativo de B em A e, portanto, A — B é um subconjunto
de A. Também podemos ver que nao é necessario B C A.

A seguinte representacao do diagrama de Venn ilustra a operagao de diferenca

entre dois conjuntos A e B.

Figura 5: Complementar do conjunto A

A B

Fonte: Autor

Exemplo 2.64. Consideremos os conjuntos A={x:x=2n,n €N} e B={z:z=4m,
m € N}. Desse modo, o conjunto A— B ={x:x=4m+2, m € N}, ou seja, o conjunto

dos nimeros naturais que quando divididos por 4 deizam resto 2.

Exemplo 2.65. Consideremos o conjunto A dos nimeros inteiros primos e B o conjunto
dos nimeros inteiros impares. Assim, A—B = {2}, que é o conjunto dos nimeros inteiros

Primos que nao Sao impares.

2.6.1 Propriedades da diferenga

A operagao de diferenca de conjuntos tem as seguintes propriedades:
LA-D=Aed—-A=0)
2. A-U=0eU—- A= A°
3. A-A=10
4. A— A=A

5. (A-B)=A“UB
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6. A— B = B¢ — A°

7. (A—B)—C=A—(BUC)e A— (B—C)=(A—B)U(ANCQ)

8. AU(B—C)=(AUB)—(C—A)e AN(B—C)=(ANB)—(ANC)
9. A= (BUC)=(A—B)N(A—C)e A—(BNC)=(A—B)U(A—C)
10. (AUB)—C=(A—C)U(B—-C)e(ANB)—C=(A—C)N(B-C)

11. A—-(A—B)=ANBe(A-B)—B=A-B

2.6.2 Diferenga Simétrica

Definigao 2.66. p.255) Dados dois conjuntos A e B, chamamos de dife-
renca simétrica de A e B ao conjunto formado por todos os elementos que pertencem

a um e, somente, a um dos conjuntos A e B.

A diferenca simétrica de dois conjuntos A e B usa a notacao AAB, e simbolica-
mente ¢ denotada por AAB={zx:ou(r € Aex ¢ B)ou(x¢ Aexec B)}. Issoindica
que podemos obter um conjunto através da uniao das diferenca nao comutativas de dois
conjuntos, mesmo que sejam conjuntos disjuntos.

O seguinte diagrama de Venn representa a diferenca simétrica entre dois conjuntos
AeB.

Figura 6: Diferenga simétrica de A e B (AAB)
B

A

Fonte: Autor
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2.6.3 Propriedades da diferenga simétrica

10.

As seguintes propriedades sao manuseadas pela diferenga simétrica de conjuntos:

CAAD=A

. AAU = A¢
. AAAC =U
. AAA =

(Comutatividade) AAB = BAA

(AAB)C = (AAB) U (A€ N BY)

. (Associatividade) (AAB)AC = AA(BAC)
. AN (BAC) = (AN B)A(AAC)

. AU(BAC)=(AUBUC) - (AN BYNCY)

(AAB) — C = (AACY)A(BAC®) e A— (BAC) = (ANBNC) (AN BN CY)
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3 APLICACOES

3.1 Problema das moedas

Dadas pilhas de moedas de um centavo, removemos uma moeda
da cada pilha para formar uma nova pilha. Cada pilha original reduz-se de uma moeda,
de modo que cada pilha de uma moeda desaparece, cada pilha de duas moedas reduz-se
para pilhas de uma moeda e assim, sucessivamente. Aqui, vamos restringir nossa atengao
a listas de nimeros naturais em ordem nao decrescente pelo fato de ordens diferentes da

mesma lista de tamanhos serem equivalentes.Veja a figura abaixo:

Figura 7: Pilhas de moedas antes e ap6s a remogao de uma moeda de cada pilha

@ @

] @ @

@ @ @ [ @

@ @ @ @ Q @ @ @

@ @ ® @ @ @ @ @ @ @
(a) Pilhas de moedas antes da remogao (b) Pilhas de moedas apds a remogao

Fonte: Autor

Consideremos os seguintes conjuntos:
e A : conjunto das listas que nao mudam.

e [ : conjunto das listas que consistem em uma pilha de cada tamanho, de 1 a n,

para algum nimero inteiro positivo n.
Provaremos que A = B.

Demonstracao 3.1. Consideremos k uma lista contendo n pilhas, e l contendo a nova
lista de pilhas resultante. Se k € A, significando que k e | sao a mesma lista, entdo | tem
também n pilhas. Como introduzimos uma nova pilha, exatamente uma pilha desaparece.
Assim, k tem uma pilha de tamanho 1. Devido a k = [, | tem exatamente uma pilha
de tamanho 1, fazendo com que k contenha uma pilha de tamanho 2. Sequindo esse
procedimento para i, tomado de 1 até n—1, temos que k, ao conter uma pilha de tamanho

i, nos fard deduzir que | também tem uma pilha de tamanho i, de modo que k tem uma
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pilha de tamanho © + 1. Isso nos fornece uma pilha de cada tamanho, de 1 até n. Desse
modo, demonstramos que todo elemento de A é também elemento de B, ou seja, A C B.
Consideremos, agora, o elemento de B contendo pilhas de tamanhos 1, 2, ---, n. Para
cada v, de 1 até n, a pilha de tamanho © torna-se uma pilha de tamanho v — 1 e cada uma
das n pilhas contribui para com ma moeda, fazendo que a pilha de tamanho 1 desapareca.
O resultado desse processo € a pilha original. Logo, todo elemento de B € também elemento
de A, ou seja, B C A. Devido a AC B e A C B, conclui-se que A = B.

3.2 Truque magico com cartoes

(2018)) Um jogador M apresenta a um jogador N um "truque de méagica"que
consiste em quatro cartoes A, B, C, D, os quais contém, cada cartao oito dentre dezesseis

numeros inteiros 1, 2, 3, ---, 16. O jogador M pede ao jogador N que escolha um desses
ntmeros e, em seguida, o jogador M pergunta a N: o nimero que vocé escolheu esta no
cartao A?, B?, C"?, D? As respostas serao sim ou nao de acordo com o cartao perguntado.

O objetivo desse jogo é o jogador M adivinhar o niimero escolhido por N.

Figura 8: Cartoes do truque magico

9 10 5 6 3 4 2 4
" 12 7 8 7 8 6 8
13 14 13 14 12 10 12
15 16 15 16 15 16 14 16

Fonte: Autor

Supondo que N tenha escolhido um ndimero e, logo apods, ter fornecido a N as
seguintes respostas: A(sim), B(nao), C'(nao), D(sim), o jogador M acertou a escolha
do numero feito por N. Usaremos os termos A, B, C',D para denotar os conjuntos dos
ntmeros contidos nos cartoes correspondentes.

A=1{9,10,11,12,13,14,15,16}

B =1{5,6,7,8,13,14,15,16}

C={3,4,7,8,11,12,15,16}

D ={2,4,6,8,10,12,14,16}

Desse modo, as respostas fornecidas pelo jogador N indicam que o niimero esco-
lhido por ele estda em A, B¢, C¢ e D simultanecamente, portanto, A N B¢ N C¢ N D.

Determinando o conjunto em questao, teremos:
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ANBNCYND = {9,10,11,12,13,14, 15,16} N {1,2,3,4,9,10,11,12} N {1,2,5,6,9, 10,13, 14}
N {2,4,6,8,10,14,16} = {10}

O entendimento que se deve levar em conta é de que dois cartoes distinguem
quatro ntimeros; trés cartoes distinguem oito ntimeros; quatro cartoes distinguem dezesseis
numeros e assim por diante é essencial para responder corretamente a pergunta. Visto que
cada cartao apresentado contém duas respostas, sim ou nao, um jogador com dois cartoes
tera quatro possibilidades de respostas: sim, sim; sim, nao; nao, sim; nao, nao. Logo,
para cada uma das quatro respostas possiveis, sera atribuido um nitimero. De posse disso,
esse "truque magico"so funcionara se houver apenas um nimero no mesmo conjunto de
cartoes.

Isto se da porque deve haver um tnico nimero que corresponda a qualquer sequén-
cia de respostas fornecidas pelo jogador N ao jogador M, ou seja, se K ¢ A ou AY, W ¢é
BouBY XéCouC®eY éDouD entaio KNWNXNY contém exatamente um

numero.

3.3 Circuitos elétricos

Novaes (2018)) Um circuito elétrico consiste de uma fonte de eletricidade H, um
ou mais fio(s) metalico(s), um ou mais interruptor(es) A, B,C,---, e um terminal 7.
Quando um interruptor esta ligado (circuito fechado), a corrente elétrica flui através dele,
iniciando em H e terminando em 7". Quando o interruptor esta desligado (circuito aberto),
a corrente nao flui através dele.

Existem., essencialmente, dois tipos de circuitos: em série e em paralelo. Qualquer
outro tio mais complicado consiste de uma combinacao entre tipos de circuitos. Um cir-
cuito cujos interruptores estao em série, podemos interpreté-los como conjuntos realizando
uma operacao de intersecao. Ja nos circuitos cujos interruptores estao em paralelo, po-
demos interpreta-los como conjuntos que realizam uma operacao de uniao. Desse modo,
quaisquer outros circuitos podem ser interpretados como combinagoes de intersecoes e
unioes de conjuntos representados por seus interruptores.

Consideremos o circuito a seguir, constituido por uma fonte H, dois interruptores

e um terminal 7.

Figura 9: Circuito em série

(A) (Rr)
Ho—® ®—er

Fonte: Autor

Se ambos os interruptores em um circuito estao arranjados em série, entao estao
em um mesmo ramo ,por definicao. Se tanto A quanto B estao ligados, a corrente flui de
H para T. SE pelo menos um deles, ou A ou B, esta desligado, entdao a corrente elétrica

nao flui de H para T'.
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Em suma, podemos construir a seguinte tabela que nos mostrara se a corrente flui

ou ndo em um circuito em série contendo dois interruptores A e B:

A B A corrente flui de H para T
Ligado Ligado Sim
Ligado | Desligado Nao
Desligado | Ligado Nao
Desligado | Desligado Nao

Tabela 1: Circuito em série
Fonte: Autor

Ao interpretar os interruptores como conjuntos, podemos observar que a tabela anterior
é analoga a tabela de pertinéncia da intersecdo de conjuntos A e B, no qual o estado
"Ligado", é equivalente a propriedade "é elemento de"e o estado "Desligado"é equiva-
lente & propriedade "nao é elemento de". Assim, podemos representar o arranjo de dois
interruptores em série como A N B.

Uma aplicacao desse tipo de circuito seria a sequéncia de lampadas de luzes de
uma arvore de Natal, em que, muitas vezes, sao ligadas em série

Agora, consideremos o circuito a seguir, o qual é constituido por uma fonte, dois

interruptores em paralelo e um terminal 7.

Figura 10: Circuito em paralelo

(»)

H @—— — 1

(8)
=/
Fonte: Autor

Por definic¢ao, se ambos os interruptores em um circuito estao em ramos diferentes,
esses interruptores sao ditos arranjados em paralelo, Se pelo menos um deles, ou A ou
B, esta ligado, entao a corrente elétrica flui de H para 1. Se, no entanto, A e B estao
desligados, entao a corrente nao flui de H para T

Podemos construir a seguinte tabela para que nos mostrara as condigoes para que
a corrente flua ou ndo em um circuito em paralelo contendo dois interruptores A e B:

Ao interpretar os interruptores como conjuntos, podemos observar que a tabela

anterior é analoga a tabela de pertinéncia da uniao de conjuntos A e B, no qual o estado
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A B A corrente flui de H para T
Ligado Ligado Sim
Ligado | Desligado Sim
Desligado | Ligado Sim
Desligado | Desligado Nao

Tabela 2: Circuito em paralelo
Fonte: Autor

"Ligado", é equivalente a propriedade "é elemento de"e o estado "Desligado"é equiva-
lente & propriedade "nao é elemento de". Assim, podemos representar o arranjo de dois
interruptores em paralelo como A U B.

Se dois interruptores sao arranjados de modo que, sempre que um esta ligado o
outro esta desligado, teremos interruptores complementares. Dado um interruptor A, o
outro sera denotado por A®. Um exemplo claro se vé em interruptores colocados na base
e no topo de uma escada, o que permite a vocé acender e apagar a luz a o longo da escada,
sempre que estiver na base ou no topo. Caso estes interruptores complementares estejam
em série (Figura 5), entdo a corrente nunca flui de H para T, expresso por AN AC = 0.
Na situagao dos interruptores complementares estarem em paralelo (Figura 6), a corrente

sempre fluird de H para T, expresso por AU A¢ = U.

no—(1) (A ———et

Figura 11: Circuitos complementares em série

®

He o7

&)
Figura 12: Circuitos complementares em paralelo

As seguintes tabelas mostram se a corrente flui de H para T através dos interrup-

tores complementares A e B.
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Tabela 3: Circuitos complementares em série

A AC A corrente flui de H para T
Ligado | Desligado Nao
Desligado | Ligado Nao

Tabela 4: Circuitos complementares em paralelo

A A A corrente flui de H para T
Ligado | Desligado Sim
Desligado | Ligado Sim

3.4 Diferentes tipos de Infinito

Como ja citada na definigao 2.7, um conjunto enumerével é equivalente ao con-
junto dos ntimeros naturais e, portanto, um conjunto nao enumeravel tem cardinalidade
diferente da cardinalidade de N. Um exemplo disso ¢ o conjunto dos ntumeros reais, R. A
partir dessa dos trabalhos de Cantor, que elucidaram a compreensao a respeito da exis-
téncia de conjuntos enumeraveis, que chegou-se a conclusao de que dado certo conjunto
X, sempre existird um conjunto com cardinalidade maior do que a de X.

Pela defini¢ao 2.6, existe uma bijecao f : X — Y entre dois conjuntos X e Y se
estes tem a mesma cardinalidade, e denotamos por #(X) = #(Y), ou pode ser também
denotado por card (X) = card (Y). Dados dois conjuntos X e Y, #(X) < #(Y) se existe
uma funcao injetiva f : X — Y mas nao existir uma sobrejetiva f : X — Y. O seguinte

teorema nos mostra que #(N) < #(X) para todo conjunto infinito X.

Teorema 3.2. |Lima| (2014, p.49) Todo conjunto infinito X possui um subconjunto infinito

enumerdvel.

Demonstracao 3.3. Em cada subconjunto nao vazio A C X, escolhemos um elemento
x4 € A. Definindo uma fungao f por inducao, poremos f(1) = xx e coloquemos A, =
X —{fQ), ---, f(n)}, tendo jd definidos f(1), ---, f(n). Pelo fato de X ser infinito,
entio A, nao € vazio. Poremos, entio, f(n+1) = x4, . Desse modo encerra-se a defini¢io
por indugao de f: N — X. Dados m, n € N, em que m < n, temos que f(m) € {f(1),

o, f(n—=1)}. Logo, f(n) € {f(1), ---, f(n—1)}C. Portanto, f(m) # f(n), ou seja,

f(N) € um subconjunto enumerdvel de X .

Conclui-se que o nimero cardinal de um conjunto infinito enumerével é o menor

dos niimeros cardinais de conjuntos infinitos.

Teorema 3.4 (Cantor). |Lima (2014, p.52) Sejam X um conjunto qualquer e Y um
conjunto contendo pelo menos dois elementos. Nao hd fungao sobrejetiva ¢ tal que ¢ :
X = F(X;Y).
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Demonstragao 3.5. Dada a fungio p : X — F(X;Y) e sendo F(X;Y), indiqguemos por
©wz 0 valor de ¢ no ponto x € X. Desse modo, @, € uma fungao de X emY . Fagamos uma
funcao f € F(X;Y) tal que f # ¢,, para todo x € X. Podemos escolher um elemento
f(z) € Y diferente de p.(x)para cada x € X. Isto é possivel devido ao fato de Y ter
pelo menos dois elementos. Logo, a func¢ao f: X —Y € tal que f(x) # ¢.(x), para todo

x € X. Portanto, f ¢ ¢(X), e, consequentemente, v nao € sobrejetiva.

O teorema 3.2 pode ser aliado ao fato de que podemos construir uma bijecao entre
o conjunto das partes de um conjunto A e uma familia de fungoes F(A4;{0,1}) a fim de
concluirmos que sempre podemos encontrar conjuntos com cardinalidades maiores do que
de um dado conjunto.

De fato, para um dado conjunto A e P(A), o conjunto das partes de A, a cada
conjunto X € P(A), associa-se a funcdo &, : A — {0,1}, que é chamada de func¢do
caracteristica do conjunto X, ou seja, () = 1sex € X e &(xr) =0sex ¢ X. A
correspondéncia X — &, se torna biunivoca pois representa a bijecdo de P(A) sobre
F(A;{0,1}) e sua inversa acaba por associar a cada fun¢ao f : A — {0,1} um conjunto
X dos elementos x € A tais que f(x) = 1. Logo, £ : P(A) — F(A;{0,1}) é uma bijegao.
Como {0, 1} tem dois elementos, pelo teorema 3.2, nao existe uma fungao sobrejetiva
p: A— F(A;{0,1}).

Tomando ¢ = {o0d : A — F(A;0,1) , teremos § : A — P(A), que, consequen-
temente, também ndo serd sobrejetiva. Porém, ha uma fungao injetiva f : A — P(A),

definida por f(x) = {x}. Assim, para todo conjunto A, #(A) < #[P(A)].

3.5 Sensibilidade e Especificidade

A Teoria de Conjuntos também tem sua aplicagao nas areas biomédicas, podendo
ser utilizada juntamente com o estudo de Probabilidades, pois a varias incognitas e re-
sultados possiveis, porém, nao se conhece o desfecho certo. Serao abordados conceitos
de probabilidades e epidemiologia, mais especificamente, teste de diagnostico para subse-

quente uso destes e suas correlagoes.

3.5.1 Conceitos de Probabilidade

Um experimento aleatorio é qualquer experimento em que possa se conhecer to-
dos os seus resultados mas nao se sabe qual deles sera observado. Espago amostral é o
conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério. Um evento é um

subconjunto de um espago amostral.

Definig¢ao 3.6 (Classica). |Velarde (2007, p.41) A probabilidade de um evento é a divisio

do niumero de resultados favordveis pelo nimero de resultados possiveis.
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Defini¢ao 3.7 (Frequentista). |Velarde (2007, p.41) Dados m e n com sendo, respectiva-
mente, o numero de vezes em que um evento A € observado e o nimero de repeticoes do

experimento, a probabilidade de A, denotada por P(A), serd dada por

Dados dois eventos A e B, tais resultados sao evidenciados:
1.0<PA)<1
2. Se o espago amostral é denotado por €2, entdo, P(Q) = 1
3. PLAUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B)
4. Dois eventos sao exclusivos se possuem intersecao vazia
5. Se dois eventos sao exclusivos, entao P(AN B) =0

6. Se um espaco amostral esta formado por eventos exclusivos Aq, Ag, A3,--- | An,

entdo P(A;) + P(As) + P(A3) +---+ P(4,) = 1.
7. Seja AY o evento complementar de A, entdo P(A) =1 — P(A%)

A probabilidade de um determinado evento pode estar condicionado a um outro.
Nesse caso, para dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A, dado B sera dada
por P(A| B) = %.

O diagnostico é parte importante da clinica médica e muitas sao feitas para me-
lhoria seus métodos de testes. Para isso levaremos em conta quatro fatores: sensibilidade,
especificidade, valor preditivo positivo e valor preditivo negativo. Para alicercarmos o
entendimento, usaremos dois eventos A e B, tais que A indica o evento dos pacientes
que estao doentes e B indica o evento dos pacientes que resultaram positivo no teste
diagnostico.

Velarde (2007, p.46) A sensibilidade é a proporcao de resultados positivos entre os
doentes feito em um teste. Sua probabilidade é calculada por P(B | A).,

Velarde (2007, p.46) A especificidade é proporgao dos resultados negativos entre
os nao doentes feito por um teste. Sua probabilidade serd dada por P(B¢ | A%).

Velarde| (2007, p.46) O valor preditivo positivo é a proporcao dos pacientes doentes
entre os que apresentaram resultado positivo no teste. Sua probabilidade é dada por
P(A| B).

Velarde| (2007, p.46) O walor preditivo negativo é a proporc¢ao dos pacientes nao
doentes entre os que apresentaram resultado negativo no teste. Sua probabilidade é
indicada por P(A“ | BY).

Vejamos o exemplo a seguir.
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Exemplo 3.8. Um teste clinico foi usado para diagnosticar certa doenga e o quadro abaizo

mostra os resultados.

Resultado do teste Estado individuo Total

Doente | Nao doente
Positivo 240 40 280
Negativo 30 56 86
Total 270 96 366

Tabela 5: Quadro de resultados do teste diagnodstico

Através dos resultados do quadro da Tabela 5, podemos aplicar os conceitos estabe-
lecidos e calcular as probabilidades da sensibilidade, da especificidade, do valor preditivo
positivo e do valor preditivo negativo descritos no teste. Assim, teremos:

R 240
Sensibilidade = 525 = 0,89

Especificidade = % = 0,58

o e 240 _
Valor preditivo positivo = 55 = 0, 86

Valor preditivo negativo = % =0,65

Os dados coletados em testes diagnosticos durante o periodo de maior da incidéncia
da COVID-19 foram essenciais para o estudo da velocidade de disseminacao, modo de
contégio, sintomas entre os doentes, recuperagao e pesquisas para confec¢ao da vacina.

No estado do Piaui Brasil (2020b)), os dados coletados indicaram, no ano de 2020,
o nuamero de 142.672 casos acumulados em uma populacao de 3.273.227 habitantes. A
defini¢ao de prevaléncia Pizzichini, Patino e Ferreiral (2020) é a razao entre o ntimero
de casos existentes de uma doenca e a populacao em risco de té-la. Isso mostra uma

prevaléncia de
142.672

3.273.227

A ANVISA (Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria), mostra os dados de sensi-
bilidade e especificidade de testes de diagnostico. O teste CORONAVIRUS RAPID TEST
Brasil (2020a) dispoe de uma sensibilidade de 86,43% e especificidade de 99,57%. Apli-

cando esse teste & populacao para piauiense em 2020, para encontrarmos a probabilidade

= 0,0436

de uma pessoa nao ter COVID-19, se seu teste deu positivo, é preciso calcular P(A|B),
onde A é o conjunto dos pacientes doentes e B, o conjunto dos pacientes que resultaram
positivo no teste diagnostico. Como P(A) = 0,0436, entdo P(AY) = 1—0,0436 = 0, 9564.
Pela sensibilidade do teste em questao, temos que a probabilidade da pessoa estar doente
se seu teste teve positivo serd dada por P(AN B) = 0,0436 - 0,8643. Através da especi-

ficidade,a probabilidade da pessoa nao estar doente se seu teste teve resultado negativo
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¢ dada por P(A° N BY) = 0,9564 - 0,9957. De modo similar, podemos encontrar a
probabilidade de P(A®|B). Logo, P(AY|B) sera dado por:

()
e = % @)
P(A° N B)
P(A°|B) = P(ANB) + P(A° N B)
P(A°|B) = 0,9564 - 0, 0043

0,0436 - 0,8643 + 0, 9564 - 0,0043
P(A%|B) = 0,09839

P(A°|B) = 9,84%

Portanto, 9,84% dos piauienses que tiveram resultados positivos dos testes diag-
nosticos para COVID-19 por meio do CORONAVIRUS RAPID TEST podiam néo estar

doentes no ano de 2020.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo sobre a Teoria de conjuntos demonstra ter uma real contribui¢ao para
formacao do estudante pois estimula um pensamento l6gico, dedutivo e critico, nao so-
mente na Matematica como em outras areas da ciéncia. Isso é tao veraz que varios campos
da Matemética se utilizam de principios e defini¢oes referentes de conceitos pertinentes a
conjuntos a fim de evitar contradi¢des ou paradoxos.

Tendo em vista que o objetivo geral desse trabalho é analisar a aplicagao da Teoria
de conjuntos nos demais campos da matematica nas demais areas do saber cientifico, nota-
se que foi contemplado no referencial teérico desse presente trabalho. A compreensao
sobre os conjuntos numéricos abordados durante a formagao do estudante de matematica
sO se d4 quando existe uma apropriacao conceitual de suas respectivas propriedades,
analisadas, em sua maior parte, pela algebra operacional desenvolvidas nestes, bem como
na identificagao de figuras geométricas que constam das mesmas propriedades, tornando,
desse modo, mais evidente a aplicagao da ideia de conjuntos

Primando pela objetividade e sucintez, este trabalho visou, especificamente, iden-
tificar os principais conceitos e propriedades relativos & Teoria de conjuntos, investigar
aplicagoes da Teoria de conjuntos na area da Matematica e de outras ciéncias, apresentar
as contribui¢oes ao processo de apropriagao conceitual a partir da relagao de estudos e
suas propriedades as diversificadas areas do conhecimento. Portanto, o estudo de conjun-
tos e suas aplicagoes buscam proporcionar uma experiéncia mais enriquecedora e eficaz,
estimulando o aprofundamento em conceitos matematicos.

Espera-se que este trabalho contribua para um aprofundamento em uma area que
tem servido de base sélida e confidvel para a Matematica, dirimindo duvidas, fundamen-
tando hipoteses a serem validadas e direcionando para um avanco cada vez mais inevitavel

e necessario da pesquisa mateméatica.



49

REFERENCIAS

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. [S.1.], 2018.

BRASIL. Acurdcia dos testes diagndsticos registrados para a Covid-19. [S.1.], 2020.
BRASIL. Covid-19: casos e dbitos. |S.1.], 2020.

LIMA, E. L. Numeros e Fungoes. [S..]: Sociedde Brasileira de Matematica, 2013.
LIMA, E. L. Curso de Andlise. |S.L.]: Rio de Janeiro : IMPA, 2014.

LIPSCHUTZ, S. Teoria dos Conjuntos. |[S.l.]: Rio de Janeiro: Ao Livro técnico S.A.,
1967. (18], 21}, 22, 23]

MINAYO, M. C. S.; DESLANDES, S. F.; GOMES, R. Pesquisa Social: teoria, método e
criatividade. [S.1.]: Petropolis: Vozes, 2009.

NOVAES, G. P. Introdu¢ao a Teoria de Conjuntos. [S.1.]: Rio de Janeiro: SBM, 2018.
(L3} [I6} [L7 [19} (20} 24 25} 26 [27, [29] [30) 3T} B2, [33} [34} [35}, 36}, [B8} 39}, (0]

PIZZICHINI, M. M. M.; PATINO, C. M.; FERREIRA, J. C. Medidas de
frequéncia: calculando prevaléncia e incidéncia na era do covid-19. Jor-

nal Brasileiro de Pneumologia, v. 46, p. e202002453, 2020. Disponivel em:
https:/ /www.scielo.br/j/jbpnew/a/yzdNrrMgb8zMw.J6sgQnrm Wt/ ?lang=pt, 2020.
40l

VELARDE, L. G. C. Nogédes de Bioestatistica. [S.1.]: Rio de Janeiro: Universidade
federal Fluminense, 2007. [44], 5]



	=LISTA DE FIGURAS
	INTRODUÇÃO
	REFERENCIAL TEÓRICO
	Conjuntos
	Conceito de conjuntos, elementos e pertinência
	Designação de conjuntos
	Subconjuntos
	Subconjuntos próprios
	Conjuntos finitos e conjuntos infinitos
	Conjuntos Equivalentes e Enumeráveis
	Família de conjuntos e conjunto das partes
	Igualdade de Conjuntos

	Quantificadores
	Funções Proposicionais e Conjunto Verdade
	Quantificador universal
	Quantificador existencial
	Negação de Proposições com Quantificadores
	Contra-Exemplo
	Funções Proposicionais contendo mais de uma variável

	União de Conjuntos
	Propriedades da União
	União de uma quantidade finita de conjuntos
	União de uma família de conjuntos
	União disjunta de dois conjuntos
	Partição de um conjunto
	Triângulo de Bell

	Interseção de Conjuntos
	Propriedades da interseção
	Propriedades de inclusão e interseção
	Conjuntos Disjuntos
	Interseção de uma família de conjuntos
	Interseção de uma quantidade finita de conjuntos

	Complementar
	Propriedades do Complementar
	Complementar relativo
	Princípio da Dualidade

	Diferença de Conjuntos
	Propriedades da diferença
	Diferença Simétrica
	Propriedades da diferença simétrica


	APLICAÇÕES
	Problema das moedas
	Truque mágico com cartões
	Circuitos elétricos
	Diferentes tipos de Infinito
	Sensibilidade e Especificidade
	Conceitos de Probabilidade


	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	=REFERÊNCIAS

