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RESUMO

Esta dissertacao tem como intuito primordial apresentar novas perspectivas sobre o Tri-
angulo de Pascal no contexto escolar. Trata-se de um tema complexo e pouco explorado
neste nivel de ensino, que traz consigo possibilidades de aplicagao e curiosidades insti-
gantes para despertar o interesse dos estudantes, potencializando processos de ensino e
aprendizagem mais eficazes. Através de diferentes abordagens, é viavel motivar e enrique-
cer o conteudo tradicional da Mateméatica na educacgao basica, e trabalhar com situacoes
de carater interdisciplinar. O estudo traz um breve historico sobre a origem do Triangulo
e sua utilizacdo ao longo do tempo por diversos matematicos até Pascal. Além disso,
sao apresentados e discutidos resultados matematicos obtidos a partir da analise dos ele-
mentos desse Triangulo. Por fim, uma série de abordagens que relacionam o Triangulo a
diferentes campos da Matematica sao propostas, visando auxiliar os professores da educa-
¢ao basica na elaboracao de atividades para suas aulas. Questoes que envolvem conceitos
matematicos mais avancados também sao abordadas, permitindo que cada educador es-
colha e adapte aquelas que forem mais adequadas a sua realidade. Com isso, busca-se
proporcionar aos docentes da escola basica mais um recurso para a criacao de propos-
tas pedagogicas inovadoras que contribuam para o avanco da educacao basica de forma

envolvente e significativa.

Palavras-chave: Triangulo de Pascal; Triangulo Aritmético; Binémio de Newton; Nu-

mero Binomial.



ABSTRACT

This dissertation aims to present new perspectives on Pascal’s Triangle in the school con-
text. It is a complex and rarely explored topic at this educational level, which brings
with it possibilities for application and intriguing curiosities to spark students’ interest,
thereby enhancing more effective teaching and learning processes. Through different ap-
proaches, it is possible to motivate and enrich the traditional content of Mathematics in
basic education and work with interdisciplinary situations. The study provides a brief
history of the origin of the Triangle and its use over time by various mathematicians up
to Pascal. Additionally, mathematical results obtained from the analysis of the elements
of this Triangle are presented and discussed. Finally, a series of approaches that relate the
Triangle to different fields of Mathematics are proposed, aiming to assist basic education
teachers in preparing activities for their classes. Issues involving more advanced mathe-
matical concepts are also addressed, allowing each educator to choose and adapt those
that are most suitable for their reality. In this way, the goal is to provide basic school
teachers with an additional resource for creating innovative pedagogical proposals that

contribute to the advancement of basic education in an engaging and meaningful way.

Keywords: Pascal’s Triangle; Arithmetic Triangle; Newton’s Binomial; Binomial Num-
ber.
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1 INTRODUCAO

No contexto do ensino basico, o Triangulo Aritmético, popularmente conhecido
como Tridngulo de Pascal, muitas vezes nao recebe a devida atencao. Comumente, é
empregado apenas como uma abordagem inicial para o estudo do Binoémio de Newton
ou como um adendo ao conceito de combinagoes simples. Neste estudo, analisa-se de
que maneira o Tridngulo de Pascal pode se tornar uma ferramenta relevante no Ensino
Basico, com o intuito de explorar suas miiltiplas aplicacoes e motivar os educadores a
utilizé-lo nao somente como um meio de ensino, mas também como um recurso cativante
para estimular o interesse dos alunos pela matematica.

Neste trabalho vamos apresentar a trajetéria do contexto histérico, em que o Tri-
angulo de Pascal esté inserido. Em seguida, explicaremos as notagoes utilizadas para que
haja uma clara compreensao dos contetidos basicos para o melhor entendimento deste
trabalho. Explicamos o que é o Triangulo de Pascal e apresentamos algumas das proprie-
dades e teorema que aparecem nas linhas, colunas e diagonais que aparecem no triangulo
de Pascal. Vamos mais fundo mostrando aplicagoes na algebra, geometria, aritmética e
principalmente na analise combinatoria. Apresentaremos propostas interessantes envol-
vendo o uso do tridngulo aritmético (Pascal) para que possamos motivar e aprofundar
em sala de aula. Cada secao do trabalho foi pensada o que poderia ser feito da melhor
maneira para transmitir o conhecimento tradicional de uma forma diferente, desde cada
teorema com um esquema algébrico, um esquema visual e aplicagoes.

Iniciaremos, no primeiro capitulo, com o estudo da histéria do surgimento do Tri-
angulo Aritmético até o Triangulo de Pascal como conhecemos hoje. O capitulo mostra
que desde os primeiros registos que tem do triangulo aritmético como o matematico indi-
ano Pingala que viveu por volta de 200 a.C, o que nos leva a afirmar que esse tema ja era
objeto de estudo na India dois mil anos antes de Pascal trabalhar no Triangulo Aritmé-
tico. Renomados nomes como Yang Hui (1238-1298) que elaborou que desenvolveu dois
livros focados nos estudos do triangulo aritmético e suas aplicagoes por meio dos seus
calculos. Na Europa nomes como Apianus (1495-1551) cita em 1527 o Triangulo Arit-
mético em uma das suas obras, mas antes de Pascal Michel Stifel (1487-1567) e Niccolod
Fontana Tartaglia (1499-1559) tiveram grandes importancias nos estudos do Triangulo
Aritmético, Stifel em estudos das propriedades do tridngulo em sua obra “Arithmetrica
Integra” de 1544, ja Tartaglia em sua obra "General Trattato di numeri et misure” de
1556 reivindicou a inven¢ao do Tridngulo Aritmético.

Na Franga em no século XXVII um matematico chamado Blaise Pascal(1623-1662)
investigou e dedicou-se a fundo do Tridngulo Aritmético e resultou em sua obra "Traité
di Triangle Arithmétique” publicado em 1665. Nela Pascal construiu cada nimero do
triangulo colocando-os em uma célula respeitando uma regra geral. Cada célula é igual ao

numero da célula que a precede na sua posi¢ao perpendicular mais a célula que a precede
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na sua posicao paralela, depois da publicacao de sua obra apds sua morte o triangulo
Aritmético ficou conhecido em livros didaticos atuais como Tridngulo de Pascal. Na
sequéncia, o trabalho apresenta a matematica por tras do Triangulo de Pascal, comecando
com os conceitos de ntimeros fatoriais, combinacao e a relacao com o Binémio de Newton.

No quarto capitulo, sao apresentadas as propriedades do Tridngulo de Pascal, com
demonstragoes e esquemas ilustrativos, abordando desde as propriedades mais simples até
as mais interessantes, como a relagao com a sequéncia de Fibonacci.

Posteriormente, o trabalho explora novas aplica¢oes para temas do Ensino Béasico
e apresenta uma proposta interessante que visa mostrar como o Triangulo de Pascal pode
facilitar a compreensao de assuntos e calculos, além de instigar o raciocinio logico por

meio das ferramentas apresentadas.



13

2 TRIANGULO DE PASCAL: CONSTRUCAO HISTORICA

O Triangulo de Pascal, também reconhecido como triangulo aritmético, recebeu
diversas denominagoes ao longo do tempo, incluindo Tridngulo Aritmético, Triangulo de
Yang Hui, Triangulo Combinatoério, Triangulo de Tartaglia e Triangulo de Pascal. Essa
variedade de nomes se deve ao fato de que varios mateméaticos ao redor do mundo o es-
tudaram e contribuiram para o seu desenvolvimento. De acordo com (SILVA] [2015)), os
registros mais antigos desse estudo remontam ao matemaético indiano Pingala, que viveu
aproximadamente em 200 a.C. Isso indica que o triangulo j& era conhecido e explorado

muito antes de Blaise Pascal, o matematico que lhe d4 nome hoje.

Para (AFFONSO, 2014)) os indianos estudavam varios temas mateméticos, dentre eles,

ressaltava-se o estudo de combinatoria, assunto este que teve suas técnicas justapostas a
varios outros estudos. Nesse contexto, afloram os primeiros livros com técnicas combina-
torias, mas, como ja descrito acima, ¢ s6 com o erudito Pingala (200 a.C.), em sua obra

"Chandra Sutra"que surge, pela primeira vez, o Triangulo Aritmético.

Figura 1: Primeiro Registro do Triangulo Aritmético
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Ainda sobre as origens do triangulo de pascal, de acordo com AFFONSO (2014), o
aparecimento do Triangulo de Pascal na China, se deu através do estudo das aproximacgoes
das raizes quadradas, cubicas e as demais, ultilizavam distribuicao binomial mas, para
achar as raizes nao se precisava utilizar o Triangulo aritmético. Somente no século XIII
que o famoso chinés Yang Hui (1238-1298), que elaborou dois livros abordando os estudos
do triangulo aritmético e suas aplicagoes. Dessa forma o triangulo de pascal também
ficou conhecido como triangulo de Yang Hui por meio dos seus célculos dos coeficientes

binominais, como podemos analisar na Figura [2]

Figura 2: Triangulo Aritmético de Yang Hui.
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Agora na regiao da Europa, segundo Rosadas (2016, p.18), “a era mais proxima de
Pascal, o matematico alemao Apianus (1495-1551) redigiu em 1527 o livro denominado
"Kauffmanns Rechnung", que tratava de uma obra especifica em aritmética comercial.
Nele o Triangulo aritmético aparece no canto inferior esquerdo de uma das paginas. A
figura |3 mostra como o tridngulo aritmético estava agregado nesse livro, ela foi a primeira

impressao do "Kauffmanns Rechnung", na Europa.
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Fonte: (AFFONSO, 2014)

Mas o pioneiro na divulgacao do tridngulo Aritmético na Europa ocorre com o ma-
tematico Michel Stifel (1487-1567), que segundo (AFFONSO| [2014)) que estudou algumas
propriedades do tridngulo e as discutiu em sua obra Arithmetrica Integra, de 1544. Em
1553, Michael Stifel publicou uma nova edi¢ao da obra de intitulada Die Coss . Nessa edi-
¢ao revisada, Stifel fez varias adi¢oes e complementos ao contetido original, o que resultou

em uma obra com mais do que o dobro de paginas da edicao anterior.
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Figura 4: Triangulo Aritmético de Stifel.

Fonte: (ROSADAS, 2016)

Na Italia, um dos mateméticos mais influentes a se dedicar ao estudo e a divulgagao
do Triangulo foi Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1559). Ele apresentou suas descobertas
em sua obra "General Trattato di numeri et misure", publicada em 1556. Tartaglia
reivindicou a invengao do Tridngulo Aritmético, o que levou alguns paises europeus a

chamarem o Triangulo Aritmético de "Triangulo de Tartaglia".



17

Figura 5: Triangulo Aritmético de Tartaglia.
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Fonte:(AFFONSO| 2014)

O triangulo de Pascal é conhecido por diferentes nomes ao redor do mundo, re-
fletindo a contribuicao de diversos matematicos de varias culturas que estudaram suas
propriedades e aplicagoes. Em outras palavras, esse tridngulo ¢ um exemplo de como o
conhecimento matematico transcende fronteiras, recebendo nomes distintos em diferentes
continentes em homenagem aos matematicos que exploraram suas caracteristicas.

Na Franca o matemaético mais famoso a investigar profundamente o Triangulo Aritmético
foi Blaise Pascal (1623-1662). Pascal empenhou-se veementemente em conhecer o Trian-
gulo Aritmético e suas propriedades. O fruto desse empenho resultou em sua obra "Traité

di Triangle Arithmétique", publicada ap6s sua morte em 1665.
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Figura 6: Traité d1 Trlangle Arlthmethue obra de Pascal.
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4 Saint Profper.

M. DG LXV.

:

e N DDEII N W » SURIy oo =

ource gallica.bnf.fr / Bibliothéque nationale de France

Fonte::https:/ /gallica.bnf.fr /ark:
/12148 /btv1b86262012/f1.item.r—Pascal,20Blaise.langPT

Segundo (AFFONSO| 2014) “construgao do triangulo é feita colocando cada ni-

mero em uma célula que obedece a uma regra geral, necessitando-se apenas a escolha do

primeiro nimero ou numero gerador que no caso do Triangulo Aritmético é o ntumero 1.
O numero de cada célula é igual ao nimero da célula que a precede na sua posi¢ao per-
pendicular mais a célula que a precede na sua posicao paralela. Portanto, a célula F é
obtido pela soma da célula C mais a célula E, e assim sucessivamente (AFFONSO, 2014
apud PULSKAMP, 2009, p. 3).


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT

19

Figura 7: Construgao do Triangulo, segundo Pascal.

Fonte::https://gallica.bnf.fr/ark:
12148 /btv1b86262012 /f1.item.r=Pascal,20Blaise. langPT|

Na obra acima, Pascal investigou véarias propriedades a fundo do Tridngulo de

Aritmético:

Pascal propés um novo modelo para o tridngulo, e estudou as suas pro-
priedades mais a fundo que seus antecessores, provando varias delas. A
consagracao da denominagao atual, Tridngulo de Pascal ocorreu pelo fato
de que em 1739, De Moivre (Abrahan de Moivre, 1667-1754) publicou
um trabalho que alcangou grande repercussao na época, em que usou a
denominagao “triangulum, arithmeticum pascalianum” para o Tridngulo

Aritmético. (|BLOGUEIRO|, |2010|>

A partir dessa obra o Triangulo Aritmético ficou conhecido como “Triangulo de

Pascal” denominacao que vamos utilizar como sindénimo de Tridngulo Aritmético devido

ao uso tradicional em livros didaticos.


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT

20

Figura 8: "Triangulum Arithmeticum PASCALIANUM"de De Moivre.

ANALY TICA LIB VI 181

Cum fit p==1, erit exponens ordinis p—1==3, radix igitur 7—p—1
evadet =#—1, adeoque numerus tertii ordinis cujus locus defigna-
tur per 7—1 quafito fatisfaciet; quapropter fi fuerit, Exempli gra-
tia, #=38, erit numerus quefitus feptimus Triangularis, & fic de
ceteris.

Praterea, cum numerus quafitus @qualis fic fractioni cujus De-
IlOlTlil\i\U)l" g{.‘n(ﬁril“lr ex Cnnlinuo duétll corum numerorum (1Ui pl'fl‘-
cedunt exponentem Ordinis, perfpicuum eft Denominatorem hoc in
cafu fore 1x2, cumque Numerator ejufdem fracionis producatur
ex numeris continuis quorum: primus fit Radix, patec Numeratorem
effe n—1 xn, ex quibus efficitur uc numerus, Combinationum fit
iy 2 feu - x "1 aque eodem modo fi fit p= 3, invenietur

ne—1

_re » »—2 3 P
numerus Combinationum == — X —= x —, & fic de cateris.

Hanc vero Praxim ex principiis a Paféalio pofitis facile dedu&tam,
non tamen ante percepit Vir Cl. quam eam ab amico fuo D. Ga-
nieres acceperat qui eam fortafle ex principiis aliunde petitis eli-
cuerat, (vich:_l/i'u//i Tractatum qui Combinationes inferibitur pag. 33.)

Triangulum Arithmeticum PASCALIANUM.
v 2 3 oh 5 06 7 8,

Ordo 1us T, ik 1, . 3 T  — ey
S il P T PR TR TSN
REEIRGRO. 1o Ot RN 3

4ue dedadinn 20520, 22 . 56,
5

WE L g

C ARWT

Fonte::https://gallica.bnf.fr/ark:
/12148 /btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT

Pascal, que sempre teve uma satide delicada, adoeceu gravemente em 1659 e faleceu
em 19 de agosto de 1662, apenas dois meses apos completar 39 anos. Ele foi sepultado
na Igreja de Saint-Etienne-du-Mont, na Ilha de Franca, em Paris. Embora a tuberculose
seja frequentemente apontada como a causa de sua morte, uma necropsia revelou sérios
problemas no estomago e em partes do abdémen, além de danos significativos em seu
cérebro. Isso sugere que ele possa ter sofrido de cancer de estomago com metastase, que

se espalhou para o cérebro.


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b86262012/f1.item.r=Pascal,20Blaise.langPT
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3 A MATEMATICA DO TRIANGULO DE PASCAL

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos mateméticos importantes para o

entendimento do Triangulo de Pascal.

3.1 Fatorial

O fatorial de um nimero natural é o resultado do produto desse niimero por todos

os seus antecessores até chegar & unidade. Matematicamente, o fatorial de um nimero n

é representado como n!. Em outras palavras, podemos dizer que o fatorial de n é igual ao

produto de todos os numeros inteiros positivos de 1 até n. A notacao de fatorial foi criada

e utilizada pela primeira vez por Christian Kramp (1760-1826) em seu livro "Elements
d’arithmétique universelle” de 1808. Ele diz:

"Eu uso a notagao n! para designar o produto de ntimeros decrescentes

a partir de n a unidade, ou seja, n! =n-(n—1)-(n—2)---3-2-1.

O uso constante de anélise combinatoéria, na maioria das minhas provas,
fez esta notag@o necesséria."

Defina-se n! como:

l,sen=0oun=1

n-m—1)-n—2)---3-2-1 sen>1

nl =

Exemplo 3.1. Quantos sao os anagramas da palavra KARMP?

Solugao. Cada anagrama de KARMP é nada mais que uma ordenagao das letras K,A R,M,P.
Onde temos 5 possibilidades para escolher a primeira letra, 4 possibilidades para a se-
gunda, 3 para a terceira letra até a ultima que resta uma entao o total de anagramas é

5! =5.4.3.2.1 = 120 anagramas.

3.2 Combinacao

Seja A um conjunto com 5 objetos A = {a, b, c,d,e}. De quantos modos podemos
escolher 3 objetos do conjunto A distintos entre 5 objetos distintos dados?

Podemos formar os seguintes subconjuntos de A com 3 objetos:
{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {a,c e}, {a,d, e}, {b,c,d}, {b,c e}, {bd e}, {c,d e}.
Assim, podemos formar 10 subconjuntos de A com 3 letras.

Analisemos esta resposta: a primeira escolha do elemento da combinacao pode ser
feita de 5 modos, a segunda escolha pode ser feita de 4 modos (ndo podendo repetir o
elemento da primeira escolha), a terceira escolha de 3 modos. Mas observe esses casos:
{a,b,c}, {a,c,b}, {b,a,c}, etc. Essas combinagdes sao idénticas e foram contadas como

se fossem diferentes. Assim, como o total das combinagoes foram 60 e cada combinagao
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os elementos podem ser escritos em 3! = 6 ordens, cada combinacao foi contada 6 vezes

com repeticao. Logo, a resposta é:

60 5!
—=10==———.
6 3!(5 —3)!
No caso geral temos:
|
Ch = <n> - . 0<p<n
p)  pl(n—p)

Como discutido por (CARVALHO; MORGADO, 2013) As notagdes C ¢ C,,,, para de-
notar o nimero de combinacoes simples de n elementos tomando p a p sao mais comuns

em livros para o Ensino Médio no Brasil. Em textos mais avancados, a denotacao mais

n
usual é ( )
p

Exemplo 3.2. Quantas saladas contendo exatamente 5 frutas podemos formar se dis-
pomos de 10 frutas diferentes?

Basta escolher 5 frutas das 10 que temos dispostas, assim:

~ 5110 —5)! 5!

10 10! 10-9-8-7-6
> —( ) = = 252 modos.

c? =
10 5

3.3 {O Binémio de Newton

O binémio de Newton ganhou esse nome pois Issac Newton (1646-1727) mostrou
como calcular de forma direta (1 + x)™ com n fracionario, sem precisar calcular o termo
anterior. Segundo (BOYER, 1996, Boyer, 1996) “O teorema binomial nos parece tao

evidente agora que é dificil ver por que a sua descoberta tardou tanto.” e

“Descoberto em 1664 ou 1665, o teorema binomial foi descrito em duas
cartas de 1676, de Newton a Henry Oldenburg (16157- 1677), secreta-
rio da Royal Society, e publicado por Wallis (dando crédito a Newton)
na Algebra de Wallis, de 1685. A forma de expressido dada por New-
ton (e Wallis) parece desajeitada ao leitor moderno, mas indica que a
descoberta nao foi uma simples substituicdo de poténcia inteira por fra-
cionaria; foi resultado de muitas tentativas e erros da parte de Newton
relativos a divisoes e radicais envolvendo quantidades algébricas.”

Como citado em (AFFONSO| 2014)), que se refere ao trabalho de Polcino Miles, “A
relagao entre o Teorema do Bindémio (que, na verdade, nao é de Newton) e o Tridngulo de

Pascal é muito anterior a ambos”. O desenvolvimento do binémio esté entre os problemas
mais antigos da Analise Combinatoria. Segundo (MORGADO et al., 2020) “O caso n = 2



23

do desenvolvimento de (n+1)" ja pode ser encontrado no Elementos de FEuclides, por volta
de 300a. C.” Pascal (1623 - 1662) publicou um tratado por volta de 1654 mostra que para
encontrar os coeficientes do desenvolvimento de (a + b)". Jaime Bernoulli (1654-1705)

usou a interpretacao de Pascal em seu Ars Conjectandi, de 1713 para mostrar que:

(z+y)" = i (ZL) T

i=0
O teorema a seguir foi retirado do livro Anélise Combinatoria e Probabilidade de (MOR-
GADO et al.l 2020).

Teorema 3.3. Bindémio de Newton: Sendo z e a nimeros reais e n um namero inteiro

positivo, temos:

(r+a)" = zn: (Z) akanF

k=0

_ (g)aox” i (?)alxn—l i (Z)azmn—Q N (nﬁ 1)an—1x1 4 (Z)anxo‘

Demonstracao. Temos

(x4+a)"=(x+a)x+a)(z+a) - (x+a)(z+a)

N J/
-~

n—vezes

Cada termo do produto é obtido escolhendo-se em cada paréntese um x ou um a
e multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor de k, 0 < k < n, se escolhermos a em k
dos parénteses, x seré escolhido em n — k£ maneiras dos parénteses e o produto seréd igual

a a®z"*. Isso pode ser feito de (}) modos. Entdo (z + a)" ¢ uma soma onde ha, para

cada k € {0,1,...,n}, (Z) parcelas iguais a a*2" ", isto &,

(z+a)" = ki:o (Z) akz" ",

]

[EXEMPLO 6.19 MA12 PROFMAT| Determine o coeficiente de 2* no desenvol-

vimento de
N7
(-2)
T

Solugao. O termo genérico do desenvolvimento é:

@ (%)p Col (;) (—1)Pa®=5r

Observe que o termo z® é obtido se 28 — 5p = 3, ou seja, se p = 5. Assim o termo

7 .
procurado é (5) (—1)°2* = —212°. Portanto o coeficiente é —21.
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4 ESTUDOS DAS PROPRIEDADES DO TRIANGULO DE PASCAL

O triangulo de Pascal é uma estrutura matemaética fascinante composta por coe-
ficientes binomiais, também conhecidos como ntimeros binomiais.
Esses coeficientes sao representados por dois niimeros naturais n e p, onde n > p, e sao
denotados como (Z) No contexto do triangulo de Pascal, n representa o numerador, indi-
cando a linha em que o coeficiente binomial esta localizado, e p representa o denominador,
indicando a coluna.

Em termos simples, cada entrada no triangulo de Pascal é calculada combinando o valor

n!
pl(n—p)l’

da linha n com o valor da coluna p usando a férmula (;) = onde ! denota o

fatorial.

Figura 9: Triangulo de Pascal

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apos construir e apresentar o Triangulo de pascal e os seus Valores e dos Coeficien-
tes Binomiais, é importante destacar algumas caracteristicas observadas desses triangulos.
Vamos agora discutir algumas das propriedades notaveis da construgao do Triangulo dos

Coeficientes Binomialis.

4.1 Relagao de Stifel

O teorema a seguir foi retirado do livro Matemética Discreta colecago PROFMAT
MA12 de (CARVALHO; MORGADO, 2013]).

Teorema 4.1 (Relagao de Stifel). Segundo(CARVALHO; MORGADO, 2013) So-

mando dois elementos consecutivos de uma mesma linha obtemos o elemento situado
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abaixo da ultima parcela. Em outras palavas a soma de dois niimeros binominais con-
secutivos de uma mesma linha obtemos o elemento situado abaixo do segundo ntmero

binominal. Em relacdo a posigao vale o triangulo da tabela [9]

() () -G)

Demonstracao:

(Z) i (ﬂ 1) ~ —Z!>!<p>! " <n—p—q!>!<p+ 1)l

n! n!
(n =) —p = D) (= p— DI(p+ 1)

n! (p+1)-n'+ (n—p)-n!
(n—p)(n—p—1)(p)! (n—p—1Dlp+1)

_nl[(p+1) +(n—p)]
(n—p)i(n—p—1)!

nl(n+1)
(n—p—1lp+1)!

(n+1)!
(n—p—1lp+1)!

_(n—l—l)
C\p+1)




26

Esquema Demonstrativo:

Figura 10: Diagrama da Relagao de Stifel
linha 0

linha 1

linha 2

linha 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2 Relacao das Combinacoes Complementares

O teorema a seguir foi retirado do livro Matemética Discreta colegago PROFMAT
MA12 de (CARVALHO; MORGADO, 2013)).

Teorema 4.2. Combinagoes Complementares segundo (CARVALHO; MORGADO,
2013, MORGADO,2013) em cada linha, elementos equidistantes dos extremos sao iguais.

0)=(.2)

(o) ==

Demonstracao: Temos que

e que
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Esquema Demonstrativo:

Figura 11: Combinac¢oes Complementares

linha 0 1

linha1 1 1

linha 2 1 2 1

linha 3 1 1
linha 4 1 4 6 4 1

linha 5 1 5 10 10 5 1

linha 6 = 1 6 . 20 . 6 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.3 Teorema das Linhas

O teorema a seguir foi retirado do livro Matematica Discreta coleggo PROFMAT
MA12 de (CARVALHO; MORGADO), 2013).

Teorema 4.3. Teorema das Linhas Trata-se que a soma de todos os elementos de uma
determinada linha n resulta em uma poténcia 2", com n correspondente ao ntmero de

linha. De modo geral temos da seguinte forma:

) @)+ G lh) ()=

Demonstracao: Vamos utilizar o Principio de Indugao, temos:

(i) Para n = 0 a igualdade ¢ verdadeira ,pois

|
0 :9:1:20.
0 0!

Suponhamos agora para n = k, temos:

()0 ( () ()=
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Vamos mostrar a validade para n = k + 1, ou seja:
k+1 n k+1 n k41 P k+1 n k+1 _ ok
0 1 2 k k+1) =
Pela Relagao de Stifel, temos que
Gi) =660
= + .
p+1 D p+1
Assim paran=kepe {0,1,2,--- ,n}:

()00
e (1040

e ()-8 o

Pela Hipotese de indugao, temos:

) L0 O [C)- O[O () 2=

Como

(o))« )= @)
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temos que:
kE+1 k+1 k+1 k+1 k+1 &
= oML
(o)) () () + ()
Portanto pelo principio de Inducao, o resultado é valido para todo n € N. O

Esquema Demonstrativo:

Figura 12: Teoremas das Linhas

Linha 0: — 1 =2

Linha 1: [1][1] — 1+1=2"

Linha 2: [1][2][1] — IMF2EE =22

Linha 3: [1][3][3][1] — 1+3+3+1=23

Linha 4: [1][4][6][4][1] — 1+4+6+4+1=2

Linhan:--- — l1+n+---+n+1=2"

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.4 Teorema das Colunas

O teorema a seguir foi retirado do livro Anéalise Combinatoéria e Probabilidade de
(MORGADO et al., [2020)).

Teorema 4.4. Teorema das Colunas Trata-se que a soma dos elementos de qualquer
coluna comegando do 1° elemento até um elemento qualquer resulta no nimero da proxima

linha e préxima coluna com relacao a ultima parcela da soma.

Para quaisquer n,p € N temos que:

() () )

n+p+1
n+1 )
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Demonstracao: Vamos utilizar o Principio de Indugao sobre p, fixando n € N.

(i) Para p=0 temos que a igualdade ¢é valida, de fato:
n\ (n+p+1\ (n+0+1\ /(n+1 _q
n) \ n+1 ) \ n+1 ) \n+1)
Suponhamos valido para p = k, ou seja:
(n) (n—irl) (n+2) (n—l—S) (n—l—k) (n—irk—irl)
+ + + - = :
n n n n n n+1
Queremos mostrar que é valido para p =k + 1:
(n> <n+1> <n+2> <n+3> <n+k> <n+k+1>
+ + + o+ + =
n n n n n n
Kn) (n—l—l) <n+2> (n—|—3> <n+k)] <n+k+1)
= + + + +...+ +
n n n n n n
E por hipotese, temos:
(n) (n—l—l) (n—i-Z) (n—i—S) (n—i—k) (n+k+1>
+ + + — = :
n n n n n n+1
Dessa forma pela Relagao de Stifel temos que:
n+k+1 n+k+1 n+k+2
+ = .
n+1 n+1 n—+1
Esquema Demonstrativo:

Figura 13: Teorema das Colunas

linha O 1
inhal 1 [

_l_
linha 2 1 [l 2

+
inhaz 1 Bl 3 1

+ 1
inhasa 1 [ ¢ 4 1

R N

linha5 1 s [l o Bl

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5 Teorema das Diagonais

O teorema a seguir foi retirado do livro Anélise Combinatoria e Probabilidade de
(MORGADO et al., [2020)).

Teorema 4.5. Teorema das Diagonais A soma dos elementos situados na mesma
diagonal, comegando do elemento na 1? coluna até qualquer elemento, ¢ igual ao elemento

imediatamente abaixo desse tltimo elemento na diagonal.

n n—+1 n—+ 2 n-—+p n+p+1
+ + + -+ = .
0 1 2 P P
Demonstracao: Pela propriedade dos binominais complementares temos que:
n\ [(n\ n+1\ (n+1)\ n+2\  (n+2\ (n+p\  [(n+p
0/ \n)’ 1 N n )’ 2 N n ) 7 7\ p n n )
Assim
n n—+1 n -+ 2 n-—+p n n—+1 n -+ 2 n-+p
+ + +eet = + + +et .
0 1 2 p n n n n

Pelo Teorema das Colunas, sabemos quer

)= () ) =) - ()

E, pelo teorema dos binominais complementares

n+p+1\ (n+p+1
n+1 N P '

Concluimos que

o) () () e () - ()= (0)
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Esquema Demonstrativo

Figura 14: Teorema das Diagonais

linha O 1

linha 1 1 1

linha 2

linha 3

linha 4

linha 5

linha 6

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.6 Sequéncia de Fibonacci

Teorema 4.6. Sequéncia de Fibonacci Segundo (MORGADO et al [2020), o namero

de Fibonacci F), é definido como a soma dos elementos da n-ésima “diagonal inversa” do

Triangulo de Pascal.

Demonstracao: Temos

(31003
SEYREPREE

Portanto, mostramos que

Fn+1+Fn:Fn+2-



Esquema Demonstrativo:

Figura 15: Sequéncia de Fibonacci

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 UMA ABORDAGEM MAIS AMPLA DO TRIANGULO DE PASCAL
NO ENSINO REGULAR

Vamos abordar uma proposta didatica para o ensino do Triangulo de Pascal En-
sino Regular, sabemos que nos livros de matemética para o Ensino Regular, o Triangulo
de Pascal é geralmente introduzido no final do capitulo de analise combinatoéria, sendo
apenas brevemente abordado. Estamos sugerindo uma abordagem mais abrangente, co-
nectando o triangulo de Pascal a outros contetidos. Isso visa enriquecer a aprendizagem
dos alunos e oferecer aos professores uma maneira inovadora de ensinar o tema.

De acordo com os Parametros Curricular Nacionais (PCN) ” E importante que o aluno
perceba que as defini¢coes, demonstracoes e encadeamentos conceituais e logicos tém a
funcao de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para
validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas” (BRASIL| 2002, BRASIL, pag. 40;
41).

Os métodos para explorar o tridngulo de Pascal sao o estudo de seu formagao e os padroes
interessantes que ele mostra. O triangulo de Pascal apresenta uma grande variedade de
conceitos matemaéticos que podem ser considerados através dela, tais como combinacoes,
coeficientes binomiais, muitas propriedades algébricas. O triangulo de Pascal, por sua
vez, ¢ empregado em problemas de vérias areas da matematica, como probabilidade e es-
tatistica, teoria dos niimeros e geometria. De fato, o tridngulo de Pascal é uma ferramenta
visual e de ensino que pode ajudar a entender conceitos mais complexos visualmente.
Tendo por base tudo o que ja foi exposto, o nosso trabalho consiste em possibilitar uma
aplicagao prética de todo o contetdo presente no desenvolvimento teérico deste traba-
lho.Para isso realiza-se por meio de exemplos e apresentar por meio do Triangulo de

Pascal algumas das suas aplicagoes e curiosidades que nele apresenta.

5.1 Produtos Notaveis do tipo (x 4+ y)"

Como visto no capitulo 3 se¢ao 2 sobre o Binémio de Newton e o desenvolvimento

de (z £ y)", existe uma relagao do Tridngulo de Pascal com este contetdo.

5.1.1 Caso (z+y)"

A proposta a seguir o é mostrar que os coeficientes do desenvolvimento sao nime-
ros do Triangulo de Pascal, enquanto o primeiro termo x comega elevado a maior poténcia
n e vai diminuindo até zero, e segundo termo y comeca com poténcia igual a zero e au-

menta até expoente n. Observe o desenvolvimento de (x 4+ y)"” paran = 1,2,3,4 e 5.
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(z+y)° = (8) 2%y°

(x+y)' = (é) oiy® + (D 20!

(r+y)*= (3) 2y° + (i) 2lyt 4 (;) 20

co (o (v (v Qs

o= (e (s (v (o (o

o= Qs (s Qv (s (o (o

2 = 12 4 22y + 1y

(z +y)

(z +y)

(z +y)

(x +y)* = 12° + 32y + 329° + 1y°

( ) =12t + 42y + 622y + day® + 1y?

( )° = 12° + 52ty + 102%y* + 102%y> + 5oy + 1y°

Logo os termos n = 1,2, 3,4 e 5 sao termos do Triangulo de Pascal.

5.1.2 Caso (z —y)"

A diferenga entre o desenvolvimento de (z+y)" e (z—y)™ é que, no caso de (z+y)",
todos os termos do desenvolvimento sao positivos. Ja em (x —y)™, os termos se alternam
entre valores positivos e negativos, comecando com um termo positivo. Essa alternancia
ocorre devido ao sinal negativo na expressao, que afeta os termos de forma intercalada.

Com isso temos o desenvolvimento de (z — y)" paran =1,2,3,4 e 5.

Com os dois casos acima o aluno pode ir além do que é mais trabalhado em sala, que

geralmente sao so casos (x +y)? e (x +y)? enriquecendo ainda mais seus estudos.

5.2  Progressoes Aritméticas

No Ensino Regular, as Progressoes Aritméticas sao bastante exploradas e traba-
lhadas de forma a mostrar sequéncias de nimeros que seguem um padrao. No triangulo

de pascal, que também obedece padroes, é possivel identificar varias progressoes aritméti-
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cas, de primeira ordem e de ordens superiores a 1. Nessa secao iremos mostrar exemplos
de progressoes aritméticas de varias ordens, seguindo as colunas do triangulo de pascal.

Antes de relacionar a progressao aritmética com o triangulo de pascal, vamos defini-la.

Definigao 5.1. Segundo (CARVALHO; MORGADO, 2013) Uma progressao aritmética
(PA) ¢ uma sequéncia na qual a diferenga entre cada termo e o termo anterior é constante.

Essa diferenca constante é chamada de razao da progressao e representada pela letra r.
As progressoes podem ser classificas de trés modos:
e Crescente quando a razao é positiva.
e Decrescente quando a razao é negativa.
e Constante quando a razao ¢ zero(nula).

Observe a tabela abaixo

Figura 16: PAs no Triangulo de Pascal

Fonte: Elaborado pelo autor.
Na primeira coluna temos uma P.A constante de razao igual a zero (r=0), (1,1,1, 1,1, ...).
Na segunda coluna temos uma P.A crescente de razao igual a um (r=1), (1,2, 3,4,5,6, ...).
No ensino das progressoes e sequéncias, raramente sao abordadas progressoes de

ordem superior. Segundo (ROSADAS| 2016)), “ uma sequéncia de segunda ordem ¢é defi-

nida como ”A progressao aritmética de segunda ordem, é uma sequéncia de nimeros em
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que as diferenca diferencas entre os termos consecutivos formam uma progressao aritmé-
tica.” Uma progressao aritmética de ordem superior, segundo (CARVALHO; MORGADO,

2013)), ¢ definida da seguinte maneira:

“ Define-se para sequéncias o operador A, chamamos de operador dife-
renga, por Aa, = a,;11 — a,. Portanto, da definigdo segue imediata-
mente uma sequéncia (a,) é uma progressao aritmética se, somente se,
(Aay,) = (n+1—ay)é constante.”

A terceira coluna do triangulo de pascal é um 6timo exemplo de uma sequéncia
de segunda ordem. Note que a sequéncia (1,3,6,10,15,21,28...) é uma progressao de
segunda ordem, aonde a diferenga entre os termos consecutivos (Aa,) = (ap11 — an) =
(2,3,4,5,6,7,...) 6 uma progressao aritmética aonde o primeiro termo ¢é 2 e a razao igual

al.

Figura 17: PA segunda ordem

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, os dois casos mais simples dos produtos notaveis que normalmente sdo vistos para
casos (x +y)? e (x £ y)? , poderdo ser estudados além deles, aprofundando ainda mais os

conhecimentos dos Binomio de Newton.

5.3 Poténcias de 11

Existe uma relacao interessantissima entre as poténcias de 11 e o triangulo de
pascal, pois podem ser obtidas a partir de cada elemento das linhas. Essa relacao fica

bastante evidente até a quinta linha e a partir da sexta linha de forma implicita. E possivel
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obter as poténcias de 11 usando o produto notavel (x + y)"™ para x = 10 e y = 1, ou seja,
(104 1)™.
Veja o esquema abaixo das 5 primeiras poténcias de 11.

11°=1-10"=1

11'=1-10"+1-10° =11
112=1-1024+2-10' +1-10° = 121
11°=1-10°+3-10*+3-10" +1-10° = 1331

11" =1-10"+4-10>+6-10% +4- 10" +1-10° = 14641

Observe que elas estao diretamente ligadas as 5 primeiras linhas do triangulo de pascal.
E o que acontece a partir da 6 linha da relagao entre as poténcias de 11 e do
triangulo de pascal?

Vamos analisar a 62 linha
11°=1-10°+5-10*+10-10> +10- 10> +5- 10" + 1 - 10°.

Veja que aparecem numeros com mais de um algarismo no triangulo de pascal,
nesse caso implicitamente conseguimos identificar as poténcias de 11.

Por exemplo,11°, no triangulo de pascal corresponde 4 sexta linha e é representado
pela sequéncial 5 10 10 5 1.

Uma das maneiras de “arrumar” os niimeros com mais de um algarismo é usando

o produto notavel como 11° = (10 + 1)5, ou seja,

11°=1-10°+5-10*+10-10> +10- 10>+ 5- 10" + 1 - 10°
= 100000 + 50000 + 10000 + 1000 + 50 + 1
= 161051.

Segundo (SANTOS, [2017)) "Os algarismos que nao correspondem a unidade podem
ser acrescentados a proxima poténcia de 10, de forma que, ao final, os coeficientes de todas
as poténcias serao formados por um tnico algarismo"

Como exemplo seja a linha 5 do triangulo de pascal com os seguinte ntumeros: 1,
5, 10, 10, 5, 1. A partir dessa linha, devemos seguir o procedimento da seguinte formas:
Seguindo da direita para esquerda, temos
Numero 1 ok!

Numero 5 ok!

Numero 10 transferir o nimero 1 para o proximo e deixar o 0.
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Nuamero 10 somar o numero 1 da casa anterior, ficando 11 agora transferir o namero 1
para o préximo e deixar o 1.
Numero 5 somar o numero 1 da casa anterior e ficando com 6.

Nuamero 1 ok!
Assim temos os algarismos 1, 6, 1, 0, 5, 1. ou seja

11° = 161051.

Lembrando que temos que transferir para a proxima poténcia todos os ntmeros que
estiverem além das unidades, ou seja aquelas que ultrapassarem a quantidade de um

algarismo.

5.4 Quadrados Perfeitos

Essa propriedade ¢é tirada da Dissertagao de Mestrado de (SANTOS, |2017)).
[Quadrados Perfeitos|] A soma de dois elementos consecutivos da segunda coluna

resulta em um quadrado perfeito.

2 n 2 9 > 9
=n ara n .
n n—+1 p -

Demonstracao: Desenvolvendo

2 2
( ) —i—( ) para n > 2, temos:
n n+1

2 2\ n! (n+1)!
(n) * (n+ 1) T om—2)  2Am+1-2)
nn—1)(mn-2) (n+1)nn-—1)

2l(n —2)! 2l(n —1)!
~nn—1)+n(n+1) n*—n+4+n’+n
N 2! N 2
_2n2
T2

Observando a coluna destacada acima notamos que:

143=4=2%346=9=23%6+10=16=4%10+15=25=5%15+21 = 36 = 6°.
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Figura 18: Triangulo de Pascal:Quadrados Perfeitos

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.5 Numeros Triangulares

Numeros Triangulares sao nimeros que podem ser representados na forma de um

triangulo equilatero. Tais numeros sdo 1, 3, 6, 10, 15, 21, etc. E dada pela formula da

n(n+1)
2

soma dos ntmeros naturais: 7, = , paran > 1.

Figura 19: Triangulo de Pascal: Ntmeros Triangulares
[ ]
[ ] o o

[ ] o o e o o
[ ] o o e o o e o o o
[ J o o e o o e o o o e o o o o
e o e o o e o o o e o o o o e o o o o o
3 6 10 15 21

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os nimeros triangulares aparecem na terceira coluna do tridngulo de pascal.
Demonstracao: Analisando a terceira coluna do tridngulo temos:

Sao representado pelos nimeros binominais: (g); (i’), (g‘); s (ng) Vamos provar

<n — 2> (n - 1) n(n+1)

+ =— .
n n 2
paran > 1

De fato, desenvolvendo (”;2) + (";1), temos:

que:
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(nr_zz) " (ngl) T - 2>!<nni =2 (n— 1>!<nni (n—1))!

n! n!
R PRRCET
_ n(n—1)(n—2)! n(n—1)!
(n—2)12! (n—1)!!
n(n —1)

n(n—1)+2n
2
n(n+1)
5

Figura 20: Triangulo de Pascal: Ntimeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.6  Numeros Tetraédricos ou Piramidais

Segundo (SANTOS, 2017) os ntmeros tetraédricos representam os numeros de
pontos com que se pode definir um tetraedro, ou uma quantidade de esferas empilhadas
em n linhas para formar uma piramide de base triangular, é pela sequéncia de nimeros

(1, 4, 10, 20, 35,...) e sua formula é dada por w.

Como discutido na subsecao . Os ntmeros triangulares em que (";2) + (";1) =
1 . . , ~ . , .
@ teremos ideia analoga na demonstragao dos ntimeros tetraédricos. Temos na quarta
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/ .
- ./ "‘ ) ./ ¢ L * :
/N /_als LahiliEa s
* > o i —e 4
1 4 10 20

Figura 21: Tetraedros. (Fonte:(SILVA| 2024)))

coluna do tridngulo de pascal é (g); (‘11); (g), cees (ZS), (fo), assim vamos provar que
(nfl) + ( n ) _ n(n+1)(n+2)
n—4 n—3 6 :

Demonstracao:

n—2 n—1\ (n+1)! (n+1)!
(n—l—l) - (n+1) S (n=2)!(n+1—(n-2)) * (n—Dl(n+1—(n—-1))!

_ (n+1nn—-1)n-2)! (n+1)nn-—1)!
(n—2)!-3l (n—1)!- 2!

n+1nn—1 n+1)n
RS, RS P ERY

(n+ 1)n(n —1) N (n+1)n
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Esquema demonstrativo

Figura 22: Triangulo de Pascal: Os ntmeros tetraédricos

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.7 Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinskiﬂé um fractal formado a partir de um triangulo equilatero
em que, a partir dos pontos médios dividindo em outros quatro tridngulos equilateros
congruentes ao triangulo de origem e esse processo continua infinitamente formando o

fractal conhecido como triangulo de Sierpinski.

Figura 23: Triangulo de Sierpinski

A A by 4
Ay oo
n=3

n=0 n=1 n=2 = n=4

Fonte: (FORA| 2021).

5.8 Fractais e Triangulo de Pascal

No tridngulo de pascal se indicarmos cada um dos ntimeros pares ( multiplos de

2) de uma cor e os nimeros impares de outra cor, obtemos um padrao muito interessante:

"Waclaw Sierpinski, mateméatico polonés, 1882-1969



44

Figura 24: triangulo de Sierpinski e de Pascal

Fonte: (OBMEP] 2020).

A figura resultante segue o mesmo padrao do Triangulo de Sierpinski, que é um
tipo de fractal uma figura geométrica que se repete infinitamente. Para comparacao,
na imagem a seguir, utilizamos um Triangulo de Pascal com menos linhas do que o da

imagem anterior.

Figura 25: triangulo de Sierpinski e de Pascal

Triangulo de Pascal Triangulo de Sierpinski

Fonte: (OBMEP] 2020).
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5.9 Numero de subconjuntos de um conjunto finito

Esta se¢ao tem como objetivo demonstrar que o niimero de subconjuntos de um
conjunto finito é dado por 2", onde n é a quantidade de elementos do conjunto. Além disso,
a secao relaciona essa afirmacao com o Triangulo de Pascal, evidenciando como a contagem
de subconjuntos estd conectada com os coeficientes binomiais presentes no triangulo.
Seja um conjunto A e B um subconjunto de A, ou seja os elementos de B também sao
elementos de A. Assim podemos dizer que B esta contido em A, denotaremos de B C A.
Se A = {a, b, c} entdo, seus subconjuntos sao: 0, {a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}te{a, b, c}.

De acordo com (ROSADAS| 2016), ao tentarmos construir todos os subconjuntos

de A, podemos pensar em uma relagao binaria de pertencimento. Em outras palavras,
cada elemento de A pode ou nao fazer parte de um subconjunto B. Essa relacao binaria é
comum em diversos ramos da Matemaéatica, como na definicdo de ntumeros pares e impares,
na formulacao de questoes de verdadeiro ou falso, ou, como no caso atual, na decisao de
pertencimento ou nao a um conjunto.
Conforme apontado por (ROSADAS; 2016) de forma bem intuitiva é como explicassemos
todas as possibilidades de repostas SIM ou NAO por parte de cada elemento do conjunto
A & pergunta: “Este elemento pertence ao subconjunto?”. Com essa construgao, o conjunto
vazio representa o subconjunto de A em que todos os elementos de responderam NAO, e
o proprio conjunto representa todos respondendo SIM.

Uma arvore de relagao binaria de pertencimento para um conjunto com trés ele-

mentos , resume a construgao, como na figura 26|

Figura 26: Arvore de relacdo binaria para conjunto com trés elementos

NAO
NAO <

NAO
NAO

NAO

<
<NA'O
<NAO

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Considerando o conjunto A = {a,b,c} e as informagoes que a arvores de relagao

binaria [26| nos oferece, vamos listar os subconjuntos de A:

1. Subconjuntos sem elementos.

e () A sua quantidade é determinada pela combinacao de 3 elementos escolhidos

de 0 em 0, ou seja (g) =1.

2. Subconjuntos com examente 1 elemento

e {a}, {b}, {c} A sua quantidade ¢ determinada pela combinacao de 3 elementos

escolhidos de 1 a 1, ou seja (‘;’) =3.

3. Subconjuntos com examente 2 elemento

e {a,b}, {a,c}, {b,c} A sua quantidade é determinada pela combinagao de 3

elementos escolhidos de 2 a 2, ou seja (g) = 3.

4. Subconjuntos com examente 3 elemento

e {a,b,c}, A sua quantidade é determinada pela combinagdo de 3 elementos

escolhidos de 3 a 3, ou seja (g) =1.

Assim , o namero total de subconjuntos de A é 1+ 3+ 3+ 1 = 8. Note que esse
nimero corresponde exatamente & soma dos elementos da quarta linha do Triangulo de
Pascal, que, de acordo com o Teorema das Linhas, vale 23 = 8.

Generalizando o que foi descrito, para um conjunto finito A com n elementos, seus
subconjuntos podem ter de zero até n elementos. A (n+ 1) — ensima linha do TriaAngulo
de Pascal representa o total de subconjuntos distintos com cada uma dessas quantidades
de elementos. Portanto, o ntimero total de subconjuntos de um conjunto finito com n
elementos ¢ igual & soma de todos os elementos da (n + 1) — ensima linha do Tridngulo
de Pascal, o que resulta em 2".

(MORGADO et all 2020) Se A possui 512 subconjuntos, qual é o numero de

elementos de A?

Solugao. Como foi visto na secao o ntmero total de subconjuntos de um conjunto é
dada pela formula do teorema das linhas , logo 2" = 512. assim n = 9, pois 2% = 512.

Assim o conjunto A possui 9 elementos. ]

(MORGADO et al., |2020) Determine um conjunto que possua exatamente 48
subconjuntos.

Impossivel, pois nao existe n natural tal que 2" = 48.
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5.10 Sequéncia Didatica para Resolucao de Questoes com Tridngulo de Pascal

Segundo (ZABALA| 2015) as Sequéncias Didaticas(SDs) no ensino de competén-
cias, sendo estas definidas como: “conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e ar-
ticuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um
fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”. As SDs tem como um de seus
objetivos proporcionar aos professores a sistematizagao do objeto de estudo, que o leva
a uma melhor organizacao das atividades a serem desenvolvidas para se alcangar o obje-
tivo da aprendizagem ((ARAUJO, [2013). (ZABALA| 2015) propoe uma triade formada
por planejamento, aplicagao e avaliagao no design da SD, que promove uma intervengao
reflexiva e permite que o professor refine suas préticas de ensino.

Com isso iremos abordar e trabalhar questoes do ensino fundamental e desenvol-
ver a capacidade dos alunos em resolver questoes que envolvem o Triangulo de Pascal,

compreendendo seus fundamentos e utilizando as propriedades de coeficientes binomiais.
Aplicagao 5.2. Encontre o valor da seguinte soma:
5_10+10+10++10
- \3 4 5 10)°

e Revisao do Triangulo de Pascal e Teorema das Linhas

Solucgao.

Os estudantes relembram o Triangulo de Pascal e preenchem a linha 10, identifi-
cando as combinagoes binomiais relevantes. Explora-se o teorema das linhas, que
afirma que a soma dos coeficientes em qualquer linha do Triangulo de Pascal é 2.

Identificam-se as parcelas faltantes na linha 10.

e Resolucao da Questao Aplicada
Explicagao de que a soma S pedida nao corresponde a uma linha inteira do Triangulo

de Pascal, mas sim a uma parte da linha 10. Calculo das parcelas faltantes da linha

10:
10 10 10
_ ol0 _
=2 ((5) (V) +(2))
=1024 — (1 + 10 + 45)
= 968

Calculo das combinacoes binomiais:

() () ()
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Destaca-se a eficiéncia de calcular apenas os trés primeiros termos, em vez dos oito

restantes.

]
Aplicagao 5.3. Qualovalordaexpressaol-2-3+2-3-443-4-5+... +98-99-1007

As duas solucoes que apresentaremos para este problema utilizam propriedades
dos coeficientes binomiais que podem ser visualizadas no Triangulo de Pascal.

Solugao 2.1

Sex=1-2-34+2-3-44+3-4-54+... +98-99-100, entao:

v 1-2:3 2.3.4 3-4-5 98 - 99 - 100
= + + +.+ .

3! 3! 3! 3! 3! (1)

Pela definicao de Combinacgao , tem-se que (Z) = (nf—[i)!p!, logo por , segue

5 () () 6) o (5) o

Nota-se que a expressao (2)) representa a soma dos 98 primeiros termos da 4% coluna

que:

do Triangulo de Pascal, aplicando o teorema das colunas [4.4] na expressao 2], obtemos:

z (101
31\ 4
101
=3!.
e=a ()

donde segue que:

101!
o71.4!
101.100.99.
= 3.9, 101:100.99.98
1321
T = 24497550.

Concluimos que 1-2-34+2-3-4+3-4-5+4+... +$98-99 100 = 24497550 [
Solugao 2.2

Sex=1-2-3+2-3-44+3-4-54... +98-99-100, entao:

r 1-2-3 2-3-4 3-4-5 98-99 - 100
3T 3 Ty Ty et 3! ‘

Pela definicao de Combinagao , tem-se que (;) = (nf"—li)!p!, logo por , segue

5= () () 6) (5

que:
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Pela relacao de Stifel [4.1], temos que:

()=()-(5)

assim, podemos reescrever os termos da expressao [2| nas seguintes formas:

(%) ()-(=)

Somando membro a membro as igualdades acima podemos cancelar os varios ter-

(5)-(9)-0)

mos semelhantes opostos e obter:

() 6)

Como
teremos que:
100 101
+ = .
101
=3l
= ()

Assim, segue que:

101!
— Q.
v=3
101.100.99.98
_ 391 U200
v 1321
© = 24497550.

concluimos que 1-2-3+2-3-4+3-4-5+4+ ... +98-99-100 = 24497 550 O
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Aplicagao 5.4. Encontre o valor da soma:
=0+ ()
p=(0) e () (3)+(3)
3 3 3 3
() () ()

perceba que A = B — (', utilizando o teorema das colunas (4.4) em B e C temos:

o= (%)
(

Solucgao. Sejam

C:

=~ o
N———

Assim temos:
21
4
A = 5985 — 126 = 5859.
O

Aplicacao 5.5. (UFRGS - 2014) Considere a configuragdo dos nimeros dispostos nas

colunas e linhas abaixo:

Figura 27: UFRGS 2014

[ - ™ [as] =5 L o [
m 1] m m [1°] L] g o
= = = = = = = | =
= 2 2 2 2| 2 2 2
B/ 8/, 8/ 2. 8, 8 8| 8

linha0 1

linhal 1 1

inha2 1 2 1

linha3 | 1 3|3 |1

linhad 1 4 6 1

linha 5 1 5| 1| 1 5

linha & 1 6 |15 | 20| 15

inha 7 1 F | 21 NBS. | 3521 | 7 1

Fonte: (Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2020).

O numero localizado na linha 15 e na coluna 13 é:

Solugao. Com os conhecimentos vistos no Capitulo [d, em que o Triangulo de Pascal é
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compostos por coeficientes binominais (Z) onde n indica a linha onde esta localizado o
termo ep a coluna. Para saber qual termo esté localizado na linha 15 e coluna 13 basta

substituir:

15 15! 15! 15.14
13 (15 —13)1.13!  21.13! 2

]

Aplicagao 5.6. Tem-se n comprimidos de substancias distintas, soltiveis em &gua e in-
capaz de reagirem entre si. Quantas solugoes distintas podem ser obtidas dissolvendo-se

um ou mais desses comprimidos em um copo com agua?

Solugao. Observa-se:

e Que com 1 comprimido, ha (!

1) solucoes;

n

e Que com 2 comprimidos, héa (2) solucoes;

e Que com n comprimidos, ha (") solucoes.
n

() G)+ ()= ()

Observe que essa soma é uma soma da linha n do Tridngulo de Pascal, menos o

Assim temos:

primeiro elemento (8), ou seja:

()= ()G G) )] -[E)]

Pelo teorema das linha [4.3] temos que:
Y (Y (Y (™) e (MY 2 (V] 2y
0 1 2 3 n 0/] '

Aplicagao 5.7. (UFRJ 2009) Um capital é aplicado por doze anos e seis meses a juros

]

compostos de meio por cento ao més. Ao final desse periodo, o rendimento acumulado

sera igual, inferior ou superior a 100% 7 justifique sua resposta.

Solugao. No primeiro momento, verificamos que 12 anos e seis meses sao equivalen-
tes a 150 meses. Aplicando 4 uma taxa de 0,5% ao més, resulta na multiplicacao por
1+0,005=1,005. Quando aumentamos 100% do valor estamos duplicando o capital.

Assim, no regime de Juros Compostos, temos:
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M = C.(1,005)'° aonde C é o capital inicial.
Devemos mostrar se M = C.(1,005)*% > 2C' ou nao.

Usando o Binémio de Newton [3.3] temos:

() G ) G () G 7))+
() )"

E inviavel analisar detalhadamente todos os 151 termos resultantes desse desen-

1 150
(1,005)"° = (1 +0,005)"*° = (1 + —) =

volvimento. Contudo, ao observarmos apenas os quatro primeiros valores, podemos notar

que:
150 1LY _ .
0 200)
150y (1) _ 7
1 200/ 100
150 1\ 11175
2 200/ 40000
150\ ( 1 \® 551300
3 200/ 8000000
logo

n 75 n 11175 n 551300
100 = 40000 ~ 8000000

140,75 +0,279375 + 0,0689125 + - - = 2, 0983575 + - - - > 2.

Portanto como com os 4 primeiros termos ja dao um valor maior que 2, podemos concluir

que no final dos 150 meses ou 12 anos e 6 meses o rendimento sera superior a 100%. [
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6 CONCLUSAO

A incorporacao do Tridngulo de Pascal nas partes posteriores do Ensino Funda-
mental pode ser valiosa para o processo de aprendizagem dos alunos. Ao trabalhar com
isso, nao apenas estao familiarizados com tépicos especificos de combinatoria e probabi-
lidade, mas com um ponto de vista mais profundo em termos de sequéncias, padroes e
relagoes numéricas em geral.Uma abordagem desta natureza expande a base educacional,
permitindo que os alunos vejam a disciplina de forma mais conectada, o que pode levar
a uma melhor retenc@o e aplicacdo em situacoes praticas. Atualmente, o curriculo da
educacao béasica ainda apresenta uma limitagao no uso de metodologias que vao além das
tradicionais. No entanto, este trabalho prop6s uma reinvencao de conceitos antigos, com
o objetivo de tornar as aulas mais atrativas e didaticas. O professor trazendo a melhor
maneira de facilitar o uso do Tridngulo de Pascal na sala de aula seria em forma de ati-
vidades interativas e atraentes que poderiam despertar a atencao divertida dos alunos.
Por exemplo, ao resolver problemas de contagem usando o triangulo, pode-se discutir o
coeficiente binomial e a conexao entre combinatoria e habilidades de probabilidade com
um nivel mais alto de detalhes.

Em conclusao, o Triangulo de Pascal é um processo de ensino que desenvolve o
raciocinio logico examinando padroes e relagoes matematicas. Nao apenas fornece infor-
macoes adicionais Tuteis que sao relevantes para o desenvolvimento posterior do aluno,
mas também ensina, em esséncia, a aprender. Portanto, acredito que este trabalho possa
oferecer ao professor uma perspectiva diferente sobre os temas discutidos, incentivando-o
a aplicar essas novas metodologias sempre que possivel. Dessa forma, suas aulas se torna-
rao mais envolventes, estimulando o interesse dos alunos em explorar novas possibilidades

de conhecimento.
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