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Resumo

7

Na primeira parte deste trabalho é apresentado as formulas para
determinar o ndmero, soma e multiplicacdo de divisores, que sdo noc¢des
basicas para o estudo das func¢des aritméticas. Também € desenvolvido a
nocdo de funcdo aritmética multiplicativa seguido de véarios exemplos, com
destaque para as funcdes de Mobius e de Euler. Ainda é feito uma
caracterizacdo para a funcdo e o Teorema de Euler, além de propriedades
relativas a funcéo de Euler. Por fim, & demonstrado a formula de inversao de
Mobius que é usada para se chegar a uma importante relacdo entre a funcao

de Mobius e de Euler.

Palavras chaves: Funcdo Aritmética Multiplicativa, Funcao de Euler e Funcao
de Mobius.



Abstract

The first part of this work presents the formulas to determine the
number, sum and multiplication of divisors, which are basic notions for the study
of arithmetic functions. The notion of multiplicative arithmetic function is also
developed, followed by several examples, highlighting the Mobius and Euler
functions. It is still made a characterization for the function and Euler's
Theorem, in addition to properties related to the Euler function. Finally, the
Mobius inversion formula is demonstrated, which is used to arrive at an

important relationship between the Mobius and Euler functions.

Keywords: Multiplicative Arithmetic Function, Euler Function and Mobius
Function.
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1. Introducéo

Primeiramente gostariamos de esclarecer que a presente monografia
ndo tem carater pedagdgico, ou seja, 0s assuntos abordados aqui ndo séo
destinados para estudantes do Ensino Basico, exceto aqueles que se destinam
as atividades olimpicas. Por conta disso, este trabalho € recomendado para
estudantes graduandos e entusiastas que se interessam pelos assuntos
tratados no decorrer do desenvolvimento dos capitulos.

A motivacdo para o estudo das funcdes aritméticas multiplicativas se
da pelo fato de que a propriedade multiplicativa delas permite a criacdo de uma
infinidade de novas funcdes que também tém a mesma propriedade. Uma
ferramenta que contribui enormemente para gerar funcdes desse tipo, € a
formula de inversédo de Mobius.

Neste trabalho académico tratamos de definir o que é uma funcao
aritmética, em particular, as multiplicativas completas ou ndo. Nas funcdes
multiplicativas, mostraremos que se tivermos um numero decomposto em
poténcias de primos (que chamaremos de decomposicdo candbnica), e
aplicarmos a uma f: N* — Z multiplicativa, fica determinado que a f do produto
€ igual ao produto das f’s.

Para um bom entendimento do conteudo, € importante ter
conhecimentos prévios sobre congruéncias (médulo m), congruéncias lineares,
existéncia de inverso multiplicativo (médulo m), decomposicdo em fatores
primos, propriedades de somatorios e produtorios, de divisibilidade e mdc.

A real importancia do estudo destas funcdes se da em Teoria Algébrica
dos NUumeros e Teoria Analitica dos NUmeros, que sdo cursos em nivel de pos-
graduacéo, por esse motivo, 0s resultados alcancados nesta monografia séo
apenas os elementos introdutdrios para um estudo muito mais aprofundado.

Apés esta introducdo, iniciamos o segundo capitulo provando o
teorema 2.1 (EDGARD, 1981) que, dado um inteiro positivo n, podemos
reescrevé-lo como n = dd’, onde d e d' dividem n. Os teoremas 2.2, 2.3 e 2.4
(EDGARD, 1981), (CASTRO, Janio; 2010) nos fornecem férmulas para contar
0 numero de divisores positivos de um inteiro, a soma dos divisores e por

ultimo o produto dos divisores, respectivamente.



No terceiro capitulo, a definicdo 3.1 (EDGARD, 1981) explica o que séo
funcBes aritméticas, em particular, as funcdes multiplicativas, ja no teorema 3.1
(EDGARD, 1981), provamos que as fungbes 7 e o sdo multiplicativas. No
teorema 3.2 (PLINIO, 2020), dada uma fungdo f multiplicativa, entdo a F
definida por F(n) = X4/, f(d), também é multiplicativa. A definicdo 3.3 (PLINIO
2020) se refere a funcado de Mobius, cujo teorema 3.3 (PLINIO, 2020) garante
que a funcdo de Mobius é multiplicativa, ainda sobre a funcdo de Mobius, o
teorema 3.4 (PLINIO, 2020) nos garante que F(n) = X4, u(d) = 0 para todo
inteiron > 1 e F(1) = 1. A definicdo 3.4 (EDGARD, 1981) estende a nogao de
funcdo aritmética multiplicativa, sendo agora denominadas como funcfes
aritméticas multiplicativas completas, ou seja, f(ab) = f(a)f(b) para quaisquer
inteiros positivos a e b. Vale destacar o exemplo 3.4 (Neto, Anténio Caminha
Muniz) onde provamos uma desigualdade envolvendo as funcdes t e o.

Na definicdo 3.5 (EDGARD, 1981), definimos a funcdo maior inteiro,
gue nao é aritmética multiplicativa, mas pode se relacionar com elas de varias
maneiras. Em seguida, o teorema 3.5 (PLINIO, 2020) estabelece uma serie de
propriedades a respeito da funcdo maior inteiro, ja o teorema 3.6 (PLINIO,
2020) permite calcular a maior poténcia de um primo que divide n! e com base
neste resultado provamos o teorema 3.7 (PLINIO, 2020) que afirma que dados
n;'s naturais é valido que (n; + ---.+n,)!/n,!...n,! € sempre inteiro.

O teorema 3.8 (EDGARD, 1981) nos mostra a formula de inversédo de
Mobius, que permite transformar uma fungéo aritmética f(n) = X4, g(d) para
gn) = Xamu(d)f(n/d). Antes de abordamos o teorema de Wilson é
necessario definir o que € um sistema completo de residuos mdédulo m,
definicdo 3.6 (PLINIO, 2020), em posse deste conceito, demonstraremos o
teorema de Wilson e sua reciproca 3.9 e 3.10 (CASTRO, Janio; 2010) que
afirma que se p é primo, entdo (p — 1)! = —1(mod p), ja no caso da reciproca,
temos (n—1)!=—-1(modn), entdo n € primo. O proximo resultado é o
pequeno teorema de Fermat 3.11 (EDGARD, 1981) e como consequéncia do
teorema de Fermat vem o corolario 3.1 (PLINIO, 2020) dado pela relacdo a? =
a(mod p), sendo p primo e a um inteiro positivo.

O quarto capitulo é voltado ao estudo da funcdo e teorema de Euler,

sendo que a primeira definicdo 4.1 (EDGARD, 1981), € justamente sobre a
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funcdo ¢ de Euler, que dado um inteiro n positivo, ¢(n) conta a quantidade de
primos relativos com n e que S&0 menores ou iguais a n, onde ocorre a
igualdade se n = 1.

O teorema 4.1 (EDGARD, 1981) garante que ¢ €é uma funcdo
multiplicativa (ndo completamente). Para provar o teorema de Euler, vamos
precisar conhecer a no¢do de sistema reduzido de residuos médulo m dada na
definicdo 4.2 (PLINIO, 2020) seguida do lema 4.1 (EDGARD, 1981), a partir
disso podemos provar o teorema de Euler 4.2 (EDGARD, 1981), onde temos
a?™ = 1(modn), com mdc(a,n) =1. Os dois proximos resultados vao
possibilitar caracterizar a funcdo ¢ de Euler, ou seja, obteremos uma férmula
fechada que satisfaz as condigcbes dadas na sua definicdo, sendo assim, o
teorema 4.3 (EDGARD, 1981) nos diz que ¢(n) = n— 1, se, e somente se n for
primo. O teorema 4.4 (EDGARD, 1981) afirma que dados p primo e k positivo,
tem-se @(p*) = p* — p*~* e finalmente o teorema 4.5 (PLINIO, 2020) resulta na
seguinte expressao:p(n) = n[[i-;(1 —1/p;).

Apoés caracterizarmos a funcdo ¢ de Euler, vamos abordar algumas
propriedades da funcdo ¢. Comecando com o teorema 4.6 (EDGARD, 1981)
que garante que ¢@(n) é sempre par para todo n > 2. De acordo com o teorema
4.7 (EDGARD, 1981), é valido a expressdo:YX_, o(p?) = p*.

Antes de provarmos o teorema de Gauss, vamos precisar da definicdo
4.3 que classifica os subconjuntos do conjunto {1, 2, ..., n} em classes de acordo
com um certo critério. E o teorema de Gauss € o0 4.8 (EDGARD, 1981) que é
uma generalizacdo do teorema 4.7, ou seja, Y4, ¢(d) =n para todo n > 1.
Sabemos que a funcao ¢(n), conta 0s nimeros que sd0 menores que n e Sao
primos com n, mas no teorema 4.9 (EDGARD, 1981) aprendemos a somar
todos os numeros que satisfazem essa condi¢do, na qual € calculada pela
seguinte formula: %.n. pn).

O ultimo teorema do capitulo quatro estabelece uma relacdo entre a
funcdo ¢ de Euler e u de Mobius, de modo que no teorema 4.10 (EDGARD,
1981) podemos chegar a uma relacdo que leva a uma nova caracterizacao da
funcdo ¢ fazendo uma aplicacdo direta da formula de inversdo de Mobius de
modo a obter ¢(n) = n Y4, u(d)/d.
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O quinto capitulo conta com resolugdo de problemas e comentarios a
respeito dos resultados anteriores aplicados aos problemas e no total sdo 14
problemas variados sobre os assuntos que foram abordados nos capitulos
2,3 e4. Todas as questdes foram adaptadas e traduzidas do livro Elementary
Number Theory de autoria de David M. Burton.
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2. Nocdes preliminares

Antes de enunciarmos as definicbes e os teoremas relacionados as
funcBes aritméticas, que sao o principal objeto de estudo deste trabalho, vamos
desenvolver formas de calcular o numero de divisores positivos de um inteiro, a
soma dos divisores positivos, e por ultimo, o produto dos divisores. Tais

férmulas serédo Uteis para o estudo do préximo capitulo.

2.1 Divisores de um inteiro
Teorema 2.1: Seja n=p;'p,? .. p," a decomposicdo candnica do inteiro
n > 1, entdo os divisores positivos de n sdo precisamente os inteiros d da

forma

d=plps? .pf"

onde0 <f; <aq;comi=1,23,..,r.
Demonstracao:

E facil ver que os divisores triviais d =1 e d =n se obtém quando
ocorre, respectivamente
B;=0, i=12..,r
a; =L, i=1,2,..,r
Suponhamos que d seja um divisor néo trivial de n, isto €&,
n=dd,,comd,d; > 1
Denotando d e d; como produto de primos, ndo necessariamente distintos, vém
d=q,q,..qs ed; = tit, ...t

Dai, obtemos

1,02

n= pf 128 ...pfr =19y .- Qstit, ... Ly,
gue sdo duas decomposic¢des do inteiro positivo n hum produto de primos, e

como a fatoracdo em primos € Unica a menos da ordem dos fatores, entdo

cada primo g; coincide com um p; de modo que, substituindo os produtos de
primos iguais por poténcias de expoente inteiro, teremos

d=q:q; ..q; = pL'p5° DL
onde é possivel algum g; = 0.
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Reciprocamente todo inteiro
d=plp .., 0<pi<a

€ um divisor de n, logo,

ay1—PB1  az2—B> ar—Pr

n=pps" .y = (" ol ) (P P ) =

= d(p{Pipgr P Lpir )

onde a; — ; = 0 paratodo 1 <i < r. Logo, d € um divisor de n.

Exemplo 2.1: Escreva o numero 360 como produto de dois divisores positivos.
Solucgéo:

Os divisores positivos de n = 23.32.5 =360 sdo precisamente 0s
inteiros d da forma

d=2%,3%5%
onde,
0<a; <3, 0<a,<?2 0<az<1
isto &,
a; =0,1,2,3, a, =0,1,2, a3 = 0,1.
Tomando a; = 2, a, = 0 e a; = 1, obtemos o divisor
d=2%23°5=415=20

do inteiro 360, portanto, 360 = 18.20

2.2 Numero de divisores

Seja n um inteiro positivo. O nimero de divisores positivos de n sera
denotado por t(n). Assim, por exemplo, os divisores de 18 séo 1,2,3,6,9 e 18,
portanto 7(18) = 6. Em particular, se p € um primo, entao t(p) = 2, pois para
qualquer primo p positivo, 0s Unicos nimeros que dividem p sdo 1 e p. Para p?
temos como divisores positivos, 1,p e p?, onde 7(p?) =3. De modo geral,

(p™) = n + 1, pois os divisores positivos de p™ sédo 1, p,p?, ...,p™.



14

A tabela abaixo da o nUmero de divisores positivos dos inteiros de 1 até 10:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

) |1 2 2 3 2 4 2 4 3 4

Como vimos, € muito inconveniente contar o numero de divisores
positivos de um inteiro. No proximo teorema, vamos deduzir uma féormula para
calcular o numero de divisores positivos de um inteiro usando o principio
multiplicativo.

Teorema 2.2: Se n=p;'p,?..p,” € a decomposi¢cdo candnica do inteiro
positivo n > 1, entao:
t(n) =(a;+ D(ay+ 1) ...(a + 1)
Demonstracéo:
Pelo teorema 2.1 os divisores positivos de n s&8o precisamente 0s

inteiros d da forma:

2 ...pfr

d=p;'p;
onde,
0<Bi<a;,i=12..,r.

Note que temos «a,; +1 maneiras de escolher o expoente de p;.
Analogamente temos a, + 1 maneiras para f3,, € assim por diante, até o ultimo
expoente que sdo a,+ 1 maneiras de escolher ., logo, pelo principio
multiplicativo, o niamero total de maneiras de escolher os expoentes B4, 55, ..., Br
€ dado pelo produto:

(a; +D(az +1)...(a + 1)

Portanto, o numero t(n) de divisores positivos do inteiro n > 1 é dado por:

) =] J@+n

Note que

(n) = r(pfl)r(pgz) . T(peT)

A propriedade acima sera melhor explorada no capitulo de funcdes

aritméticas.
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Exemplo 2.2: Qual o nimero de divisores positivos de n = 504 = 23.32,77?
Solucgéo:
Usando a férmula que fornece o niamero de divisores, temos:

7(504) = B3+1)2+1)(1+1)=432=24
Para determinar todos os 24 divisores positivos de 504, podemos dividir a
contagem dos divisores por etapas, por exemplo, calculando as poténcias
individuais de 2,3 e 7, depois os seus produtos dois a dois e por ultimo o
produto dos trés numeros variando suas poténcias, assim:

1,2,4e8
3e9
7
6,12,14,18,21,36,28,24,63,72,56
42,126,168,84,252,504

Exemplo 2.3: Achar o menor inteiro positivo n que tem 9 divisores positivos.
Solucéo:
Como 9 = 1.9 = 3.3, temos
t(n) = (a; + D(a, +1) =19
ou
(n) = (a; + D(a, +1) =3.3

De modo a obter o menor inteiro n positivo, temos que escolher as
menores bases, assim, teremos 2%.3%, e o0s possiveis expoentes sdo
Oe8ouze?.

Como 28.3% > 22,32, concluimos que o menor inteiro positivo n com 9 divisores
é:
22.32 =36

Exemplo 2.4: Achar o inteiro positivo da forma 28.15¢ e que admite 54
divisores positivos.

Solucgéo:
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Decompondo 28.15% = 22,7.3% 5%, temos:
C+1DA+D@+D(a+1) =54>
(a+1)?*=9>
a+1=3
Ou seja, a = 2, 0 que nos da 28.15%2 = 6300.

2.3 Soma de divisores

Seja n um inteiro positivo, a soma dos divisores positivos de n sera
denotado por o(n). Assim, por exemplo, os divisores positivos de 18 sao
1,2,3,6,9 e 18, portanto a soma resulta em

0(18)=1+24+3+6+9+18=39
Em particular, se p € um primo, entdo a(p) = p + 1, pois 0s Unicos divisores
positivos de p sdo 1 e p. Pelo mesmo raciocinio, o(p?) = p? + p + 1. Note que

a(p?) é a soma de uma PG finita de razdo p que é dada por:

3
p°—1
2y — 1 2 —
o) =1+p+p —
De modo geral, os divisores positivos de p™ sao
1,p,p%...,p"
Portanto,
n+1l __ 1
o) =1+p+p*+--+p" = -1

Teorema 2.3: Se n=p;'p,..p," € a decomposi¢do candnica do inteiro

positivo n > 1, entdo

a+1 a+1 _ 1 Ay _ 1

r, —1p _Pr
pr—1 p;—1 pr—1

o(n) =

Demonstracao:
Consideremos o produto

(Q+p+p2++p) A +p, +p2+ - +p52) e L+, + D2+ + D7)
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Pelo teorema 2.1, cada divisor positvo de n é um termo do
desenvolvimento deste produto e vice-versa, de modo que
o(n) = (1+p +pf ++p) (L +pz+p3 + - +p32) . A +pr + 07+ +p7)
Aplicando a cada parénteses do lado direito a férmula da soma dos

termos de uma PG finita, temos

pf1+1 1 paz‘|'1 -1 fr+1 -1
O—(n) — aen
pr—1 p2—1 pr—1
Isto é,
r a;+1
; -1
o(n) = Pi
pi—1

Note ainda que

o) = a(p;")o(p;?) .. o)

Exemplo 2.5: Qual soma dos divisores positivos do inteiro n = 600 = 23.3.52?
Solucéo:
24—1 32-1 53-1

0(600) = ——5— T— = 15431 = 1860

2.4 Produto de divisores

Teorema 2.4: O produto dos divisores positivos de um inteiro positivo n > 1 é
igual a n*(™/2
Demonstracao:

Basta verificar que sempre que d|n entdo existe a inteiro tal que a =
n/d e também a|n. Assim, considere

0= |4

din

e [1;

din

Do mesmo modo, vale que

Dai, multiplicando as duas igualdades membro a membro, temos

o= [Je[[5-]e3- 1]

din dn din din
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Isto €,
Q* = 1_["
d|n
No segundo membro, temos o produto onde todos os fatores séao iguais
a n, cujo numero de fatores equivale a quantidade de divisores de n, 0 que
significa que o produto tem t(n) fatores iguais an, ou seja,
Q2 = ntm
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros e levando em conta
gue Q > 0, temos finalmente
Q= ntm/2

Pode haver duvidas quanto a validade desta férmula, pois se 7(n) for
impar, o expoente t(n)/2 ndo seria inteiro, mas de fato o expoente sera
sempre inteiro, pois 0 numero de divisores de um inteiro positivo s6 é impar se

n for um quadrado perfeito. Vejamos com um exemplo.

Exemplo 2.6: Determine o produto dos divisores positivos do inteiro n = 16.

Solucéo:

Hd = 167(16)/2 = 165/2 = (42)5/2 = 45 = 1024
d|16

Vamos justificar agora porque t(n) € impar quando n € um quadrado perfeito.
Sejan = p;'p,* ...p:k um inteiro positivo e pelo teorema 2.2, temos
M) =0+a)A+ay)..(1+ ay)
Do mesmo modo, tomando m = n?, obtemos
t(m) =1+ 2a,)(1+ 2ay) ... (1 + 2ay)
Note que todos os termos 1 + 2a; sdo impares, e o produto de impares sempre

resulta em um namero impar, logo

k
(m) = 1_[(1 + 2a;)

€ um numero impar.
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3. Funcdes Aritméticas

Neste terceiro capitulo vamos esclarecer o que sao funcdes
aritméticas, explorando especialmente a propriedade multiplicativa destas
funcBes. As férmulas do nimero e soma de divisores positivos vao passar a ser
definidas como fun¢des que cumprem a propriedade multiplicativa mediante a
um certo critério.

Outra funcéo aritmética multiplicativa que iremos estudar € a funcao de
Mobius e algumas de suas propriedades, além da famosa férmula de inversao
de Mobius. A funcdo parte inteira e suas propriedades também sdo objeto de
estudo neste capitulo, mas ela ndo é propriamente uma fungcédo aritmética
multiplicativa, mas podemos formar relacbes que envolvem os dois tipos de

fungbes. Por ultimo, veremos os teoremas de Wilson e Fermat.

3.1 Funcgbes Aritméticas e Multiplicativas

Definicdo 3.1: Chama-se funcéo aritmética toda funcéo f definida de N* em Z,
isto é, toda f:N* - Z. Além disso, uma funcédo aritmética f € chamada de
funcao aritmética multiplicativa se

f(ab) = f(a)f(b).

Para todo par de inteiros positivos a e b tais que o mdc(a,b) = 1.

Duas func@es aritméticas importantes séo as funcdes te o de N*em N
assim definidas para todo inteiro positivo n:
t(n) = nimero de divisores positivos de n
o(n) = soma dos divisores positivos de n
Note que qualquer funcdo pode ser uma funcédo aritmética se
restringirmos o dominio da funcdo a N*. O contradominio de uma funcao
aritmética poderia ser o conjunto R, mas no contexto que estamos estudando,

nao é necessario fazer isso.
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Podemos dar como exemplo de func¢des aritméticas multiplicativas, as
funcdes f e g definidas por f(n) =1 e g(n) = n, que sdo respectivamente as
fungdes constante (unitaria) e identidade. E facil comprovar isso fazendo n =
ab, dai temos

flab) =1=11= f(a)f(b)
g(ab) = ab = g(a)g(b)
Note que as fungdes f e g acima satisfazem a igualdade
f(@mn) = f(m)f(n)
mesmo se 0 mdc(m,n) # 1.
Podemos ainda definir as fun¢des 7 e ¢ como um somatorio das duas

fungbes anteriores, de modo que obteremos

(n) =Zl

din

o(n) = Zd

din

Esta notacdo indica que a soma ir4 percorrer todos os divisores
positivos de n, logo, teremos t(n) parcelas nas respectivas somas, por
exemplo:

0(30)=Zd=1+2+3+5+6+10+15+30=72
d|30

Seja f uma fungdo aritmética multiplicativa com ny,n,, ...,n; inteiros
positivos primos entre si dois a dois, entdo, usando o teorema da inducéo
matematica, obtemos

f.ng .my) = f(n)f(n2) ... f (ny)
Portanto, se n =p;'p,?..p," € a decomposicdo candnica de um inteiro
positivo com n > 1, e além disso, os fatores
plfx", 1<i<r

sdo primos entre si dois a dois, entdo temos

fm) = f(pr*)f(py?) - fF 7).
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Esta igualdade mostra que uma fungdo aritmética multiplicativa fica
completamente determinada quando seus valores para as poténcias de primos
séo conhecidos.

Importa ainda convencionar que para toda fungcdo aritmética
multiplicativa ndo identicamente nula se tem f(1) =1, pois existe um inteiro
positivo n tal que f(n) # 0 e como o0 mdc(n,1) = 1, temos:

f)=fn.)=fMfD)=f1) =1

A justificativa para que a funcdo identicamente nula ndo seja
multiplicativa fica evidente no ultimo resultado, pois cancelamos f(n) em
ambos 0os membros, por isso € necessario que f(n) ndo seja identicamente
nula dentro do contexto das funcdes aritméticas multiplicativas. Importante
também nao confundir f(n) =0, para algum inteiro n>1 e f(n) =0 para

guaisquer valor de n, apenas no segundo caso, a funcéo € identicamente nula.

Exemplo 3.1: Mostrar que as funcgdes F(n) = f(n)g(n) e G(n) = f(n)/g(n)
sao multiplicativas sendo f(n) e g(n) multiplicativas com g(n) # 0.
Solucéo:

Queremos mostrar que as fungbes F e G sdao multiplicativas, sabendo
gue f e g sdo multiplicativas, assim, considere inteiros positivos m e n tais que
mdc(m,n) = 1, logo

F(mn) = f(mn)g(mn) = f(m)f(n)g(m)g(n) =
= f(m)g(m)f(n)g(n) = F(m)F(n)
Além disso,

_fmn) _ fm)f(m) _ fm) f(n)
gmn) glm)g(n) g@m) gn)

G(mn) = G(m)G(n)

Com isso, concluimos que o produto e o quociente de fungdes multiplicativas,

também sdo multiplicativas.

Teorema 3.1: As fungbes t(n)eoa(n) sdo ambas funcbes aritméticas
multiplicativas.
Demonstracgéo:

Sejam u e v dois inteiros positivos tais que o mdc(u,v) = 1.

Seu =1ouv =1, oresultado segue de imediato.
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Suponhamos entédo, u > 1lev > 1, e sejam

i Bj
u=pipd . pliev=qlql wq;’

as decomposicdes canonicas de u e v.
Como p,#qy, ondex=1,2,..,iey=12,..,je também mdc(u,v)=1
segue que a decomposic¢ao canbnica do produto uv é dada pela igualdade:

) Bi
uv = p;py? ...pl.a‘qqu2 ...q].’

Portanto,
t(uv) = [(a; + 1) ... (a; + 1)]. [(,81 +1).. (,8]- + 1)] = (W)t (V)

ﬁj+1

g —1 q;—1

1

= oo (v)

Segue que 7(n) e a(n) sdo funcdes aritméticas multiplicativas.

Mas, e quanto a formula do produto dos divisores? N&o podemos provar que

ela também é multiplicativa?

Seja f(n) = n*™/2 vamos verificar que £(20) # f(4)f(5), com mdc(4,5) = 1
£(20) = 2070/2 = 20/ = 203
fA)f(5) = 47W/2 57()/2 = 43/2 52/2 = 23 5
Claramente 203 # 23.5, logo, esta funcdo assim definida, ndo é aritmética

multiplicativa.

Exemplo 3.2: Verificar que a funcéo t(n) € uma funcéo aritmética multiplicativa
paran = 36.
Solucéo:
Temos 36 = 22.3% e 0 mdc(4,9) = 1. Logo:
t7(36) =(2+1)(2+1)=33=9

(4)=1t(2)=2+1=3

19 =13%)=2+1=3
ou seja,

7(36) = t(4)7(9)
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Exemplo 3.3: Verificar que a funcdo o(n) é uma fungcdo aritmética

multiplicativa paran = 72.

Solucéo:
Temos 72 = 23.32 e 0 mdc(8,9) = 1. Logo:
(72)—24_1 33_1—1513—195
OV =51 31 T T
24 —1
o(8) = 71
33 -1
0(9) = 31
ou seja,

a(72) = 0(8)a(9)

Exemplo 3.4: Prove que, para todo n natural, temos 22 > v/n.

% =
Solucéo:

Sejam d e n inteiros positivos tais que d|n, entdo n/d é inteiro, sendo
assim, vamos usar a desigualdade entre a média aritmética e geomeétrica com

os numeros d e n/d, logo

d+n/d n n
> > /d.d=>d+d_2\/n

Repetindo o uso da desigualdade para cada divisor positivo de n e somando
ordenadamente os resultados, obteremos
Zd +Zg > 1(n)2vn
dn dn
Como as somas percorrem 0s mesmos divisores, segue que
Z d = Z L o)
dn dn d
Portanto,

omn
20(n) = 2t(n)vn = o(n) >n
t(n)
Este exemplo pode ser encontrado na colegao “Topicos da Matematica

Elementar Volume 5” (Neto, Antdnio) como um exercicio, mas aqui ilustramos

como um exemplo envolvendo as funcdes 7 e o.
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Teorema 3.2: Se f € uma funcdo aritmética multiplicativa e F é a funcao

aritmética assim definida

F) =) f@

d|n
entdo F também é multiplicativa.
Demonstracéo:

Devemos mostrar que F(mn) = F(m)F(n) onde o mdc(m,n) = 1. Pela
definicdo de F(n) devemos ter
Fanm)= )" f(d)

dlmn
Como mdc(m,n) = 1, o teorema 2.1 nos garante que todo divisor de mn pode
ser expresso de modo Unico, como o produto de d, ed, onded,|med,|ne
mdc(d,,d,) = 1 e para cada par de divisores d, de m e d, de n corresponde um
unico divisor d = d,d, de mn. Logo,

Fomm) = Y f(d)= ) f(didy)

dlmn di|lm
d2|n

Mas, como f é, por hipétese, multiplicativa, temos:

Fimm) = )" f(d)f(dy)

d1|m
d2|n

= > D fdfd)

dl |m dz |n

= ) (@) ) f(dy) = FonF ().

d1|m d2|n

Exemplo 3.5: Verificar que a funcdo aritmética F(n) é multiplicativa para n =
24.

Solucéo:

Temos 24 = 3.8 e o mdc(3,8) = 1. Portanto:
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FG8) = ) f(d) =

d|24

=fW+f@+fB)+ (D) +f(6)+f(8)+f(12) + f(24)
Ou seja,
FGB8)=fA1D+fA2)+ f(A13)+f(14)+
+f(23)+f(1.8)+ f(3.4)+ f(3.8) =
=fOfO+fWfFR)+fDfFB+F)f(4) +
+ @B+ fDf@) + 7B+ f(B)f(8)
Agrupando os termos semelhantes, temos

F(38) = [f(D + F@LIFQ) + £2) + (&) + f(8)] =
=D F@ ) (@) = FRFE®)

a3 a8

3.2 Fungé&o de Mobius

Defini¢do 3.2: Dado um inteiro positivo n = p;'p,? ...p,", a fungdo aritmética u

de Mobius é definida por:

1, sen=1
pun) ={ (D" sea; =a,==a,=1
0, sepkin, parak >1
Com isso queremos dizer que a fungdo u(n) sempre ira se anular
guando houver algum primo com expoente maior que 1 na decomposicéo de n,
e se todos os expoentes forem iguais a 1, dizemos que o0 numero n € livre de
guadrados. Note ainda que r corresponde ao numero de primos distintos do

inteiro n. Vejamos alguns exemplos:

u(10) =u(25) = (-1 =1
p(18) = u(2.3%) = 0
1(30) = u(2.35) = (-1)3 = -1
u(100) = u(22.52) =0
Em particular, se p é primo, entao:

ulp) = =1 e u®p*) = 0 para todo k > 2
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A tabela abaixo nos da os valores de u(n) para os 10 primeiros inteiros
positivos:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

u(n) |1 1 |1 o 1 |1 1 |o 0 1

Teorema 3.3: A funcdo u de Mobius € uma funcéo aritmética multiplicativa.
Demonstracgéo:

Devemos mostrar que u(mn) = u(m)u(n). Se m = 1, temos
p(mn) = u(n) = L. u(n) = u(Du) = u(m)u(n)
O resultado segue analogo paran = 1.

Suponhamos que m > 1 en > 1 tais que mdc(m,n) = 1. Se para algum
primo p, tivermos p?|mn, entdo p?|m ou p?|n, visto que mdc(m,n) = 1. Logo,
em ambos 0s casos, temos u(mn) = u(m)u(n). Se m oun nao é divisivel pelo
guadrado de nenhum primo, entdo m = p;p, ...p, e n = q,q, ... 45 €, portanto,

mn = pipz ---Pr9192 - qs-
Logo,
p(mn) = (=17 = (=1)"(=1)* = p(m)un)
Teorema 3.4: Seja n um inteiro positivo, entao:

F(n)=z,u(d)={1sen:1

Osen>1
din

Demonstracao:
Sabendo que u(d) é multiplicativa, o teorema 3.2 nos garante que F(n)
é multiplicativa. E facil verificar para o caso n = 1, pois
F() = ) u(d) = p(D) = 1
an
Suponhamos n > 1, podemos tomar n = p”, onde p € um primo e r > 1. Logo
F(p") = z u(d) = p(1) + pu(p) + u@?® + -+ u@" =
d|p”
=1+ulp)=1-1=0

Portanto F(n) = 0 para todo n > 1. O que conclui a demonstragéo.
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Uma maneira alternativa de chegar a este resultado seria observar que na

> u@

0s Unicos termos que ndo sao nulos vém de d =1 e dos divisores que sao

soma

produto de primos distintos e livre de quadrados, isto é,
D) = 1 ) + -+ 1) + uip) + k(aps) +
dln
+o+ u(ppr) + -+ u(Pipy . 0r) =
— r _ r r _ 2 r _ r —
=1 (0 ()0 () -
=1-1"=0.
Onde na ultima linha foi usado o teorema do Bindbmio de Newton.

3.3 Func¢bes Aritméticas Multiplicativas Completas

Definicdo 3.3: Uma funcéo aritmética f: N* —» Z diz-se uma funcdo aritmética
multiplicativa completa se f(ab) = f(a)f(b) para todo par de inteiros positivos
aeb.

Assim, por exemplo, a funcéo aritmética f definida por f(n) = n*, para
algum k inteiro ndo negativo fixado, € uma funcédo aritmética multiplicativa
completa, pois, quaisquer que sejam 0s inteiros positivos a e b, temos:

f(ab) = (ab)* = akb* = f(a)f(b)
Usando o teorema 3.2, podemos definir uma nova funcdo aritmética F(n) que
também serd multiplicativa, de modo a obter
Fio) =) d*
dn
Note que fazendo k = 0 e k = 1, temos respectivamente
r(n)zZl ea(n)de
dn dn
As funcbes t(n),c(n)epu(n) ndo sao funcdes aritméticas multiplicativas

completas, pois:
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17(2.14) = 1(28) = 6 # 2.4 = 1(2)1(14)
0(2.14) = 0(28) =56 # 3.24 = 0(2)a(14)
p(2.14) = p(28) = 0 # (=1).1 = u(2)u(14)
Um exemplo de funcdo aritmética multiplicativa completa, seria f(n) =n® e
para quaisquer inteiros a e b positivos, vale que
f(ab) = (ab)® = a®b® = f(a)f (b)

Na proxima secdo vamos definir a funcdo maior inteiro, que €
conhecida também como funcido parte inteira ou funcédo “piso” que é muito
importante em Teoria dos Numeros, embora normalmente ndo seja uma funcdo
aritmética multiplicativa, tal funcdo serd util para chegarmos em alguns

resultados interessantes.
3.4 Funcédo Maior Inteiro

Definicdo 3.4: A funcdo “maior inteiro”, definida de R em Z associa a cada real
x 0 maior inteiro menor do que ou igual a x. Denotamos este valor por [x]. Em
outras palavras, [x] é o Unico inteiro que satisfaz a condicéo:
x—1<|x]<x

A seguir, damos alguns exemplos:

|V3|=1, |-=nl=-4

lz| =3, [2,333...] =2
Importante notar que a igualdade |x] = x ocorre se e somente se x é um
inteiro, e que todo numero real x pode escrever-se na forma:

x=n+a ondenéinteroed<a <1.

Agora veremos algumas propriedades relacionadas a funcao maior inteiro.



29

Teorema 3.5: Para um namero real x, vale que:
1. [x + n]| = |x] + n, para todo inteiro n.
2. x| <x<|x]+1, x—-1<|x]<x, 0<x—|x]<1.
3. Sex & Zentdo |-x|] = —|x] — 1.
4, x|+l < Ilx+yl <Ix]+ [yl + 1.

5. |x|+ |-x| = { 0 se x for inteiro
' —1 caso contrario.

6. [l::l—JJ = [%J para m um inteiro positivo.

1se|2x]| é impar

7. [2x] - 2lx] = { 0 se [2x] é par.

8. Se n é um inteiro positivo, BJ € 0 numero de inteiros do conjunto

{1,2,3,...,n} que sao divisiveis por a.
Demonstracéo:
(1) Sejax =m+ a,onde m éuminteiroe 0 < a < 1, entdo
lx+nl=m+a+n]=|Im+n)+al=m+n=|x|+n
(2) Se x =m+ a, entdo [x] =m,onde mé inteiroe 0 < a < 1, assim
x| <x<|[x]+1=>
m<m+a<m+1
Obviamente, |x| = x,quando a = 0. Assim, reescrevendo a desigualdade,
temos
x<|x]+1=
x—1<|x|<x>
[x] <x<|x]+1
Finalmente, subtraindo |x] na dltima desigualdade, vamos obter
0<x-—-|x]<1
(3)Sejax =n+a,ondenéinteiroe 0 < a < 1, dai segue que
-x=—n—-a=-n—-14+1—-a=
|-x]=—-n+|-1+1—-«a]
Por (1), temos
|-x]=-n—-1+[1-al
Assim,
0<l—a<l1l=|1—-a|=0,
Logo,
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|-x]=—n—-1=—|x] -1, sex &7
(4)Sejam x=n+aey=m+pf onde men sao inteiros e a,p €[0,1).
Logo,
lx] + |lyl=n+m
= |n+m]
<In+a+m+p]
= lx+yl
=n+m+|a+p]
<n+m+1
= lxl+ 1yl +1
(5) Sejax =n+ a,entdotemos -x = —n—1+ 1 — a. Logo,
x|+ [-x]=n+|-n—-1+1-«]
Por (1), temos
lx] +|[—x]=n—n—-1+|1- 1«

De onde concluimos que,

_ Osea=0
li-I_l_xJ_{—lse0<a:<1

(6) Seja x =n+ a,com 0 < a < 1. Sabemos, pelo algoritmo da divisdo, que
existem g e r inteiros tais que n = gqm + r,onde 0 < r < m — 1. Portanto,

) - ey e

PoisO0<r+a<m,vistoque0<a<1le0<r<m-1. Porém,

= =[5 b=

(7)Sex=n+a,com0<a<1entdo |x| =n.
Se0 Sa<%,entéo 2a < 1e|2x] =12n+ 2a] = 2n que é par, logo
[2x] — 2|x] = 2n —2n = 0.
Se%§a<1:>1§2a<2e[2xj=[2n+2aJ=2n+1queéimpar,
logo

[2x] = 2|x] =2n+1—-2n=1.
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(8) Dados os inteiros n e a, pelo algoritmo da divisdo, existem q e r inteiros,

taisque n = aq + r, onde 0 < r < qa, dai temos
n Tr
a =q+ a =
H = lq+fl =gq,pois0<-<1
a a a
Portanto,

n
[EJa+r=aq+r=n,ondeOSr<a

Agora que conhecemos a funcdo |x], temos uma nova maneira de

escrever o teorema 3.4 como vem a seguir:

o[}

din
Teorema 3.6: Seja n um numero natural e p um primo. Entdo o expoente da

maior poténcia de p que divide n! € dado por:

v=2 |

k=1

Demonstracao:
Importante notar que a série acima nao € infinita, pois, l:—kJ =0 para

todo k natural, tal que p* > n.

Seja h; 0 nimero de termos na sequéncia 1,2,3,...,n que sao divisiveis por p,
isto €, 0 numero de multiplos de p entre 1 e n é dado por h; = BJ Cada um

destes mltiplos vai contribuir com um fator p a mais se forem divisiveis por p?,

logo, h, = L%J e assim por diante. Se os multiplos de p tiverem no maximo a

fatores iguais a p, entdo, o numero de multiplos de p* é dado por h, = L}%J

Portanto, o expoente da maior poténcia de p que divide n! é dado pela soma

N:h1+h2+"'+ha
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Podemos ainda definir uma féormula de recorréncia usando o teorema 3.5, dai

h
hoyr = l?aJ

Isto nos permite determinar os niumeros h, dividindo, sucessivamente por p e

temos

nao por poténcias de p.

Exemplo 3.6: Determine a maior poténcia de 2 que divide 30!.
Solucéo:

= = = =

N=15+7+3+1=26

Logo,
Ou seja, a maior poténcia de 2 que divide 30! é igual a 226.

Exemplo 3.7: Determine com quantos zeros termina 2000!.
Solucéo:

O problema equivale a contar os fatores 2e5de2000!, ou seja,
devemos determinar a maior poténcia de 10 que divide 2000!, por outro lado,
h& mais fatores 2 do que 5 em 2000!, logo, € suficiente determinarmos a maior
poténcia de 5 que divide 2000!.

Note que 5% < 2000, porém, 5> > 2000, portanto
lZOOOJ lZOOOJ lZOOOJ lZOOOJ _

=400+ 80+ 16 + 3 =499

Portanto, 2000! termina em 499 zeros.

Teorema 3.7: Se nq,n,, ..., n,, SA0 nUmeros naturais tais que
n=ny+n, +---+n,

entdo o quociente

n! ( n )
nin,!..n.! Ny, Ny, ., Ny

€ um inteiro.
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Demonstracgéo:

Seja m um numero natural. Da relacéo
n n n n
1,2 + 4L
m m m m
obtemos, pelo teorema 3.5 (4), a seguinte desigualdade
n ny n, n,
el = Ll + ]+ + 2]
Seja p um fator primo de n! e, substituindo m, na desigualdade anterior,
sucessivamente por p, p?, p3, ...

Adicionando as desigualdades obtidas dessa forma, temos

S [a)= Y [ S Y

Pelo teorema 3.6 a soma do lado esquerdo da desigualdade nos da o
maior expoente de p que divide n!, pelo mesmo motivo, a j-ésima soma do lado
direito € o expoente da maior poténcia de p que divide n;!.

Pela ultima desigualdade, concluimos que a maior poténcia de p que

divide o produto n,!n,!...n,! também divide n!. Portanto,
n!
ny!ny!...n,.!

€ inteiro.
3.5 F6rmula de inversao de Mobius

Teorema 3.8: Sejam feg duas fungdes aritméticas relacionadas pela
igualdade:
fa =) g
din
Entao

90 = ) w(df )

din
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Demonstracgéo:

Para cada d que divide n existe um Unico inteiro positivo d’ tal que n =
dd’'. Como n tem uma quantidade finita de divisores, entdo d' = n/d percorre
os mesmos divisores de d a medida que varia os valores de d, logo, se c|d’

entdo c| "/ ;. Dai, segue que

> u@r(3)=

din

Du@d ) g =

d|n c|n/d
Z u(d)g(c) =
d|n c|”/d
A ultima soma dupla é sobre todos os pares de inteiros positivos (c,d) tais que
dlnec|™/, se e somente se c|n e d|™/,, dai segue que

Z u(d)g(c) =
dln c|"/,4

Z Z u(d)g(c) =

cln d|™/¢
> 9 ) ud)
cln al"/e
Pelo teorema 3.4, temos que a soma
Z u(d)
al"/c

resultard em 0, se /. > 1, por outro lado, resultaraem 1 se /., =1 oun = c.

D u@r(3)=) g0.1=gm

din

Com isso, vamos obter

Assim, por exemplo, no caso das funcdes aritméticas 7(n) e o(n) temos, por

T(n)=21ea(n)=2d

eln dln

definicao:

E, portanto, pela formula de inversdo de Mobius
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1= zu(e)r z ( )T(e)

eln

n= Zu(d)a ZM a(d)
am

din

Vale também que

As relacdes sao validas para todo n > 1.

Exemplo 3.8: Verificar a formula da inversdo de Mobius para o caso n = 10
Solucéo:

> w@f© =

d[10 |10/,

p(If() + f(2) + £(5) + f(10)] +
pIf W)+ f(2) + f(G)] +
G (D) + f(2)] +p(10) £(1) =
FO (1) + u(2) + u(5) + u(10)] +
fF@) (1) + pu(2) + u(5)] +
F)[u(1) + u(2)] + f(10)u(1) =

u(e)f(d)

¢[10 g|10/,
3.6 Os Teoremas de Fermat e Wilson

Defini¢cdo 3.5: O conjunto dos inteiros {ry, 15, ..., ,,} € um sistema completo de
residuos modulo m se
(1) £#rj(modm) parai +# j
(2) Para todo inteiro n existe um r; tal que n = r;(mod m).
Por exemplo, {0,1,2,...,m — 1} é um sistema completo de residuos
mdbdulo m. Ou seja, um conjunto que forma um sistema completo de residuos
modulo m tem exatamente m elementos, pois, para todo inteiro a # 0, existem

m restos possiveis quando a é dividido por m. Por exemplo

S =1{0,1,2,3,4,5}
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€ um sistema completo de residuos médulo 6, mas também podemos formar
um sistema completo de residuos modulo 6 com outros elementos. Por

exemplo

S'={-42,-37,13,22,38,57}
também é um sistema completo de residuos médulo 6, pois
—42 =0(mod 6), —37 =5(mod6), 13 =1(mod6)
22 = 4(mod 6), 38 =2(mod6), 57 =3(mod6)
De modo geral, se S = {ry, 1y, ..., i, } € um sistema completo de residuos médulo
m, entdo os elementos de S sao congruentes modulo m aos inteiros

0,1,2,..,m— 1, numa certa ordem.

Teorema 3.9: (Teorema de Wilson): Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1(mod p)
Demonstracéo:
O teorema é valido parap = 2 e p = 3, pois,
2-1)!=1=-1(mod 2)
(3—-1)!'=2=-1(mod 3)
Suponhamos, pois, que p = 5.

Considere o conjunto S ={1,2,..,p— 1} um sistema completo de
residuos modulo p. Dentre todos os elementos de S, apenas 1 e p — 1 sdo seus
préprios inversos médulo p. O restante dos elementos em S’ ={2,3,...,p — 2},
podem ser agrupados em pares cujo produto € congruente a 1 médulo p. Isso
se deve ao fato de que eles possuem inverso modulo p, diferente de si mesmo
e que pertencem a S’, isto €, para todo a € S’, existe um Unico b € S’ com a # b,
tal que ab = 1(mod p). Se multiplicarmos ordenadamente todos estes pares de
inteiros sem repeticdo, vamos obter

2.3...(p—2) = 1(mod p).
Finalmente, multiplicando a ultima congruéncia por p — 1, obteremos
23...(p—2)(p —1) = —1(mod p)
Isto é,

(p — 1)! = —1(mod p).
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Teorema 3.10 (Reciproca do Teorema de Wilson): Se (n — 1)! = —1(mod n),
entdo n é primo.

Demonstracéo:

Suponhamos que (n — 1)! = —1(mod n), isto é, n|[(n— 1)! + 1] e que n
Nao seja primo, ou seja, n=rs ondel <r <nel <s <n. Nestas condigdes,
r|(n — 1)! e como r|n, isto implica que r|[(n — 1)! + 1], e portanto, r divide a
diferenca, isto é, r|[(n—1)!+1—(n—1)!] = 1, mas isso & um absurdo, pois
r > 1. Logo, se n satisfaz a congruéncia (n — 1)! = —1(mod n), entdo n deve

ser primo.

Exemplo 3.9: Verifique o teorema de Wilson para o caso onde p = 11.
Solucéo:
Para p = 11, temos os inteiros 2,3, ...,9 que formam 4 pares cujo produto de
cada par é congruente a 1 modulo 11, ou seja

2.6 = 1(mod11)

3.4 =1(mod 11)

5.9 = 1(mod 11)

7.8 = 1(mod 11)
Multiplicando ordenadamente as 4 congruéncias, temos

(2.6)(3.4)(5.9)(7.8) = 9! = 1(mod 11)

Por outro lado,

10 = —1(mod 11)
Multiplicando esta ultima congruéncia com a anterior, obtemos

91.10 = 10! = —1(mod 11).
O teorema pode ser usado diretamente, mas com isso ilustramos que a

ideia da demonstracdo também resolve qualquer problema particular no qual o

teorema de Wilson pode ser aplicado.
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Teorema 3.11 (Pequeno Teorema de Fermat): Seja p um primo. Se p t a entao
aP~! = 1(mod p).
Demonstracéo:
Consideremos o0s p — 1 primeiros multiplos positivos de a, isto €&,
a,2a,3a,..,(p—1)a
Nenhum desses p — 1 inteiros € divisivel por p e, além disso, dois quaisquer
deles sao incongruentes modulo p, caso contrario, teriamos
ra =sa(modp), 1<r<s<p-1
Entdo, o fator comum a poderia ser cancelado, visto que mdc(a,p) = 1, logo
r =s (modp) = p|(r —s)
0 que é impossivel, pois 0 <r —s < p.

Dessa maneira, os p — 1 inteiros a,2a, 3a, ..., (p — 1)a divididos por p
deixam restos distintos dois a dois, além disso, cada um desses p — 1 inteiros é
congruente modulo p a um dnico dos inteiros 1,2,3,....,p —1, numa certa
ordem. Portanto, multiplicando ordenadamente todas as p — 1 congruéncias,
obtemos

a.2a.3a..(p—1)a=123..(p — 1) (mod p)
Isto é,
a?~*(p — D! = (p — D! (mod p)

Como o mdc(p, (p — 1)!) = 1, pois p € primo e p t (p — 1)!, podemos cancelar o

fator comum (p — 1)!, o que resulta em

aP~! = 1(mod p)

Corolario 3.1: Se p € um primo e a é um inteiro positivo, entdo a? = a(mod p).
Demonstracao:

Temos que analisar dois casos: p|laoup 1 a.

Se p|a, entdo p|a(aP~t — 1) e, portanto a? = a(mod p).

Se pta, pelo teorema 3.11, p|(aP~! —1) e, portanto, p|(a? — a). Logo, em

qualquer caso, temos a? = a(mod p).



Exemplo 3.10: Mostrar que, se o mdc(p,q) = 1 tais que
aP = a(mod q) e a? = a(mod p)
entao
aP? = a(mod pq).
Solucgéo:
Pelo corolario 3.1 e fazendo uso da hipétese, temos
(a?)? = a9 = a(mod p)
(aP)? = aP = a(mod q)
portanto,
pl(a?? —a) e q(a?? — a)
0 que implica
rql(a?? — a)
isto &,

aP? = a(mod pq)

39
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4. Funcdo e Teorema de Euler

O quarto capitulo é voltado para o estudo da funcéo e teorema de
Euler, sendo que a funcdo de Euler serd provada como uma funcéo
aritmética multiplicativa e também veremos que o teorema de Euler é
uma generalizacdo do pequeno teorema de Fermat. Ainda sobre a
funcdo de Euler, vamos caracterizar a fungcdo de modo a obter uma
formula fechada que represente algebricamente a funcao.

Também sera provado vérias propriedades relacionadas a funcao
¢ de Euler, sendo que o principal resultado a respeito disso, € o teorema
de Gauss que é ferramenta necessaria para o0 ultimo resultado que

relaciona a funcéo ¢ (de Euler) e u (de Mobius).

4.1 Funcéao de Euler

Definicdo 4.1: Chama-se funcéo de Euler a funcéo aritmética ¢ assim definida

para todo inteiro positivo n:

@(n) é o nimero de inteiros positivos que sdo primos com n e que ndo sao
superiores a n, isto €, que Sao primos com n € menores ou iguais a n. Em
simbolos, podemos denotar:

pn)=#{xeN|1 <x <nemdc(x,n) =1}
Em particular, definimos ¢(1) =1, pois 0 mdc(1,1) =1, e para n > 1, temos
que o mdc(n,n) = n # 1, de modo que ¢(n) < n, onde a igualdade ocorre, se e

somente sen = 1.

Exemplo 4.1: Encontre 0os nimeros inteiros positivos que sdo menores que 18
e sao primos com 18.
Solucéo:

Se n = 18, entdo os inteiros positivos menores que 18 e primos com 18
sdo 1,5,7,11,13,17,de modo que ¢(18) = 6.
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Exemplo 4.2: Calcular: t(¢(12)) e ¢ (z(12))
Solucgéo:
Assim,
(p(12)) =1(4) =3
¢(r(12)) = ¢(6) = 2

A tabela abaixo fornece os valores de ¢(n) para os dez primeiros inteiros

positivos:
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
on) |1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Até agora vimos que é trabalhoso calcular os valores da fungéo ¢, por
iISSO precisamos de uma caracterizacéo para esta funcédo, de modo a calcular o
valor de ¢(n) para qualquer n inteiro positivo. O primeiro passo para isso, &

provar que ¢@(n) € uma funcao aritmética multiplicativa.

Teorema 4.1: A funcéo ¢ de Euler € uma funcao aritmética multiplicativa.
Demonstracao:
Sejam r e s dois inteiros positivos tais que o mdc(r,s) = 1. Devemos
demonstrar que @(rs) = @(r)p(s).
O teorema é valido parar = 1 ou s = 1. De fato,
¢(L.s) = ¢(s) = 1.¢(s) = p(De(s)
p(1.7) = () = 1L.o(r) = p(De(r)
Suponhamos entdo que r > 1 e s > 1. Neste caso os inteiros de 1 ars podem

ser dispostos em r colunas e s inteiros em cada uma delas, de modo que:

1 2 k r
r+1 r+2 r+k 2r

2r+1 2r + 2 w  2r+k .. 3r

(s—1-)r+1 (s—i)r+2 (s—l')r+k ST
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Como o mdc(qr + k,r) = mdc(k,r), os inteiros da k — ésima coluna
sdo primos com r se, e somente se, k € primo com r. E como na primeira linha
0 nUumero de inteiros que sdo primos com r é igual a ¢(r), segue-se que
existem somente ¢(r) colunas formadas com inteiros que sdo todos primos
com r. Por outro lado, em cada uma destas ¢(r) colunas existem precisamente
@(s) inteiros que s&o primos com s, pois ha progressao aritmética

kr+k2r+k,..,(s—Dr+k
onde o mdc(k,r) =1, o nUmero de termos que sao primos com s é igual a
¢(s). Assim sendo, o numero total de inteiros que sdo primos com r e s, isto €,
gue sao primos com rs, é igual a ¢(s)@(r), isto quer dizer que

p(rs) = e(r)e(s).
4.2 Teorema de Euler

Definicdo 4.2: Um sistema reduzido de residuos médulo m € todo conjunto S =
{rl,rz, ...,r(p(m)} de @ (m) inteiros que verificam as duas seguintes condic¢oes:
Q) mdc(r;,m) =1, Vr; €S
(2) r; £rj(modm), i #j

Assim, por exemplo, o conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7} € um sistema
completo de residuos modulo 8, portanto {1,3,5,7} é um sistema reduzido de
residuos modulo 8. Sendo assim, dado um sistema completo de residuos
moédulo m, para obtermos o sistema reduzido de residuos modulo m, basta

retirarmos os elementos que ndo sao primos com m.

Lema 4.1: Sejam a e n > 1 inteiros tais que o mdc(a,n) = 1. Se

aq, Ay, -y A (n)
S&0 0s inteiros positivos menores do que n e que sdo primos com n, entdo cada
um dos inteiros

aaq, aay, ..., Adym)

€ congruente médulo n a um dos inteiros

aq, Ay, ey A (n)
nao necessariamente nessa ordem.

Demonstragéo:
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Dois quaisquer dos inteiros aa,,aa,,..,aa,mn) Sa0 incongruentes

moddulo n, caso contrario, teriamos
aa; = aa;(modn),com1<i<j< @(n)
se cancelarmos o fator comum da congruéncia, vamos obter
a; = aj(mod n)
0 que é uma contradi¢ao. Por outro lado, como o
mdc(a;,n) =1 (i =1,2, ...,(p(n)) eomdc(a,n) =1
Segue que o mdc(aa;,n) = 1. Desse modo, para cada aa; existe um Unico
inteiro b;, com 0 < b; < n, tal que aa; = b;(mod n). Além disso, por termos
mdc(b;,n) = mdc(aa;,n) =1
entao b; € um dos inteiros ay, ay, ..., Ay (n), iSto &, 0s inteiros
aa;, aay, ..., Adgm) € Ay, Az, -, Ap(n)

sdo idénticos modulo n numa certa ordem.

Teorema 4.2 (Teorema de Euler): Se n € um inteiro positivo e a um inteiro tal
gue o mdc(a,n) = 1, entdo

a?™ = 1(mod n).
Demonstracao:
O Teorema é valido paran = 1, pois

a®® =qa = 1(mod 1)

Suponhamos entdo que n>1. Sejam ay,a,,.., Ay OS INteiros positivos
menores do que n e que sado primos com n. Como o0 mdc(a,n) = 1, pelo lema
anterior (4.1), os inteiros

aaq, ady, ..., Adym)
sdo congruentes médulo n, ndo necessariamente nesta ordem, aos inteiros

aq, Ay, -y A (n)

isto é,

aa, = a;(mod n)

aa, = a,(mod n)

AQy(ny = A’ y(n)(Mod n)

onde aj, ay, ..., @' ,(n) SA0 precisamente os inteiros
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Ay, Ay, -, Ag(n)
numa certa ordem.
Multiplicando ordenadamente essas ¢(n) congruéncias, obtemos
(aay)(aa,) ... (aapm)) = a'105 ... aj ;) (mod n)
= 405 ... Ayn) (Mod n)
ou seja,
a?™(a,a; ... apmy) = (4105 ... Apmy) (Mod n)
Como o mdc(a;,n) =1,com1 <i < ¢(n), entdo
mdc(a,a; ... apmy,n) = 1
Assim, podemos cancelar o fator comum
a1y ... Ap(n),
0 que resulta em
a?™ = 1(mod n)
Fazendo n = p, sendo p primo, entdo ¢(p) = p — 1, visto que o mdc(a,p) =1,
logo
aP~! = 1(mod p)
Ou seja, recaimos no Teorema de Fermat. Com isso, concluimos que o

Teorema de Euler é uma generalizacdo do Teorema de Fermat.

Exemplo 4.3: Usando o teorema de Euler, resolver a congruéncia linear
ax = b(mod m),onde o mdc(a,m) = 1
Solucéo:
Pelo teorema de Euler, temos
a®?™ = 1(mod m) = a®™b = b(mod m)
Portanto,
ax = a®™pb(mod m)
Como o0 mdc(a, m) = 1, podemos cancelar o fator comum a, o que nos da
x = a®™-1p(mod m)
Assim, por exemplo, usando o teorema de Euler para resolver a congruéncia
linear 5x = 7(mod 12), onde o mdc(5,12) = 1, dai obtemos:
x = 5¢02-1 7 =541 7 = 875(mod 12)

O que implica que,
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x=875=-1=11(mod 12)
4.3 Calculo de ¢@(n)

Teorema 4.3: Seja n um inteiro, tal que n>1, entdo p(n)=n—1 se e
somente se n é primo.
Demonstracéo:
(=) Se n > 1 é primo, entdo é imediato que cada inteiro positivo menor que n
€ primo com n, logo

p(n)=n-1
(&) Reciprocamente, se ¢(n) =n—1,comn > 1, entdo n é primo, pois, se n
fosse composto, entdo n = rsonde 1 <r < s <n, sendo que r|ne s|n. Desse
modo, teriamos pelo menos dois dos inteiros 1,2, ...,n que nao seriam primos
com n, isto &,

p(n)<n-2

Portanto, n é primo.

Teorema 4.4: Se p € primo e se k é um inteiro positivo, entao:

1
(") = p* —p*t =p* (1 - z_9>

Demonstracao:
O mdc(n,p*) = 1 se e somente se p néo divide n, e como existem p*~1
inteiros entre 1ep® que sdo divisiveis por p, tais miltiplos de p s&o
precisamente
P, 2p,3p, ., @ Mp
Segue que o conjunto {1, 2,3, ...., p*} contém exatamente p* — p*~! inteiros que
s&o primos com p¥*, de modo que pela defini¢édo da fungdo ¢ de Euler, temos
(") = p* —p*!
Tome, por exemplo:

0(27) = @(33) =33-32=27-9=18
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Teorema 4.5: Se n=p;'p,?..p,” € a decomposicdo candnica do inteiro

positivo n > 1, entéo:

Pelo teorema 4.4, temos
) ~ . 1
o(pi") =pi —pf" =pf“(1——)
Pi
Usando sucessivamente o teorema 4.4 juntamente com o fato da fungéo ¢ ser

multiplicativa, iremos obter

o) = (pipy” .07") = 0(pi)e(p3?) - 0(pr7) =

1 1 1
— %1 az ar
= 1 ) (1 — —) (1 - —) =
p1 ( "~ () s by D,

Exemplo 4.4: Achar os dois Ultimos algarismos da direita do inteiro 33333,
Solucéo:
O problema equivale a encontrar o menor inteiro positivo n tal que

33333 = n(mod 100)

onde n € o nimero que corresponde aos dois Ultimos algarismos de 33333,

Como o mdc(3,100) = 1, entdo vale o teorema de Euler:
3¢(100) = 1(mod 100) = 3*° = 1(mod 100)
Pelo algoritmo da divisédo, temos:
3333 =40.83 + 13
Logo,
33333 = (340)83, 313 = 313(1mod 100)
Basta agora calcular o resto da poténcia 33 quando dividido por 100, entédo
313 = (3%)2.3 =(729)%.3 =29%2.3 = 41.3 = 123 = 23(mod 100)
Ou seja,
33333 = 23(mod 100)

Portanto, os dois Ultimos algarismos da direita do niimero 33333 é 23,



4.4 Propriedades da Funcéo de Euler

Teorema 4.6: Para todo inteiro positivo n > 2, ¢(n) € um inteiro par.
Demonstracéo:

Se n é uma poténcia de 2, isto é, n = 2%, com k > 2, entdo, pelo teorema 4.4:

(p(zk) — Zk _ 2k—1 — 2k—1

que é um inteiro par.

Suponha entédo que n € divisivel por um primo impar, ou seja,
n=p*m,onde k > 1eomdc(pk,m)=1
E, como ¢(n) é uma funcgéo aritmética multiplicativa, temos
p(n) = p(P*m) = p(P)p(m) = p**(p - Dp(m)
gue de fato, é um inteiro par, pois 2|(p — 1)
Portanto, ¢(n) € um inteiro impar somente paran = 1 oun = 2, isto €,
p() =¢2)=1

Teorema 4.7: Se p € primo, entao
k

Z o(p') = p*

i=0
Demonstracao:
Pelo teorema 4.5, temos
p(p)=p-1
(@) =p*-p=pp-1
p(p>) =p®—p?*=p’(p-1)

(") =p*—p* Tt =p(p-1)
Somando ordenadamente todas as igualdades, temos

zk:q)(p") =(p- 1)§p"

i=1

Ou seja,

47
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k

. k1
Zw(pl)=(p—1)-l;_1 =pF-1

=1

Portanto,
k

zgo(p")=<p(1)+p"—1=1+p"—1=p"
i=0

A seguir vamos definir o que sdo os subconjuntos S; do conjunto {1,2,...,n},

gue serao usados no préximo teorema.

Definicdo 4.3: Seja o conjunto A ={1,2,...,n} e seja d algum divisor positivo
de n, dizemos que um subconjunto de A é uma classe S; quando
Sa={m;1<m<nemdc(m,n) =d}
De modo que cada classe S; onde d|n, sdo disjuntas duas a duas e a uniao
destas classes € o préprio conjunto A4, isto é,
U S;=A4
din

Teorema 4.8 (de Gauss): Para todo inteiro positivo n > 1, vale que

> o) =n

Demonstracao:

Os inteiros 1,2,3,...,n podem ser separados em classes mediante o
seguinte critério: se d é um divisor positivo de n, entdo o inteiro m (1 <m < n)
€ incluido na classe S; uma vez que o mdc(m,n) = d, isto &,

Sqa={m;1<m<nemdc(m,n)=d}
Como o mdc(m,n) = d se, e somente se, 0 mdc(m/d,n/d) =1, segue que o
namero de inteiros da classe S, é igual ao nimero de inteiros positivos que nao

superam ”/d € que sao primos com "/d, isto €, o numero de inteiros da classe

S; € igual a <p<"/d). E como cada um dos n inteiros 1,2,3,...,n pertence

precisamente a uma Unica classe S;, temos

So)n

din
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Mas, quando d percorre todos os divisores positivos de n, 0 mesmo ocorre com

Z<p(g)=2<p(d)=n

din din

n/d e, portanto

Obs: O teorema de Gauss € uma generalizacdo do teorema 4.7.

Exemplo 4.5: Verificar o teorema 4.8 (de Gauss) paran = 20.
Solucéo:
Os divisores de 20 sédo 1, 2,4, 5,10 e 20, portanto, as classes S, séo:
S, ={m;1 <m<20emdc(m,20) =1} ={1,3,7,9,11,13,17,19}
S, ={m;1 <m<20emdc(m,20) =2} ={2,6,14,18}
S, ={m;1<m<20emdc(m,20) =4} ={4,8,12,16}
Ss ={m;1 <m < 20emdc(m,20) =5} ={5,15}
S0 ={m;1 <m < 20emdc(m,20) =10} = {10}
S0 ={m; 1 <m < 20emdc(m,20) = 20} = {20}
Estas classes contém
®(20) =8, ®(10) = 4, @(5) =4,
p(1)=2, @@2)=1  o1)=1
inteiros, respectivamente, portanto
D 0@ = 0(20) + 9(10) + ¢(5) + 9(4) + 9 (2) + p(1) =
d|20

=8+4+44+2+1+1=20

Teorema 4.9: Para todo inteiro positivo n > 1, a soma dos inteiros positivos

menores que n e que sao primos com n € igual a

“np(m)
Demonstracao:
Sejam

Ay, Az, -, Agp(n)
0s inteiros positivos menores que n e que sdo primos com n. Como o
mdc(a;,n) =1 se e somente se 0 mdc(n—a,n)=1(i=1,2,..,¢(n)),o0s
inteiros positivos menores do que n e que sao primos com n podem ser

expressos pelas diferencas:
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n—al,n—az,...,n—aq,(n)
Portanto,
Gtatotam=m—a)+n—a)++n—aym) =
=n.¢on) — (a; + a; + -+ aym))

Dai, resulta que

en)

> a=znom

i=1
Exemplo 4.6: Verificar o teorema 4.9 comn = 12.

Solucgéo:

0(12) = 12(1—%)(1_%)=4

Temos entdo, 4 primos menores do que 12 e que sao primos com 12, que sao
1,57e11
Logo,
1+54+7+11=24=

— 129D =24=64
T eeRe EEES

4.5 Relacao entre as funcdes @ e u

Teorema 4.10; Para todo inteiron > 1

din
Demonstracao:

Pelo teorema 4.8 (de Gauss), temos

n=> 0@

din

Logo, pela formula de inversdo de Mobius, segue que

o =Y @) (3)=ny A

dn din



Exemplo 4.7: Verificar o teorema 4.10 para o caso n = 10.
Solucgéo:

Paran = 10, temos

B p@dy (p@)  w@)  w()  p(10)
Qp(lo)—lodlzl;T—lO( 1 + > + S + 10

1
=1o(1————+—)=10—5—2+1=4

De fato, ¢(10) = 4

>=
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5. Discussdao dos resultados e aplicacdes em exercicios

Este ultimo capitulo tem como objetivo utilizar os resultados obtidos
nos capitulos anteriores para resolver uma série de problemas onde
entenderemos melhor a dindmica das fun¢des aritméticas multiplicativas.

A razao para isso € que os exemplos anteriores foram muito simples e
serviram apenas para verificar que os resultados obtidos eram verdadeiros. Os
problemas que vem a seguir trazem novas fun¢fes aritméticas multiplicativas e
propriedades que ndo sao 6bvias de deduzir, portanto, a partir daqui, tudo o
gue foi abordado anteriormente passa a ser usado como ferramenta para
chegar a novos resultados.

5.1 Soma dos inversos dos divisores

e Mostre que:

1 o)
ZE_T
din

para todo inteiro positivo n.
Solucéo:

Note que d € um divisor de n se, e somente se, n/d também for divisor
de n. Assim, o conjunto dos divisores de n € dado por {dy,d,,...,d;}. Que

n n n

também pode ser escrito como { } Dai, segue que

)

"
o(n)=d1+d2+---+dk=£+£+---+£=
d, d, dy
1 1 1
=n(d—1+d—2+-~+d—k>:>
$@:i+i+...+izzl
n dy d, dy d

din
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5.2 O caso onde t(n) = 2T

e Se n € um inteiro livre de quadrados, prove que 7(n) = 2", onde r € 0 niUmero
de primos distintos na decomposicéo de n.

Solucéo:

Seja n = p;p, ...p,, @ decomposicdo do inteiro n em fatores primos e
livre de quadrados. Sabemos que para qualquer primo p;, vale que

t(p) =2comi=1,2,..,r emdc(p, p]-) =1l,ondei #j

Logo,
.

t(n) = 1(pp1(py) ...t(p,) = 2.2.2.2..2 =27
5.3 Quando é valido que e(n+ 2) = o(n) + 2?

e Se n e n+ 2 sdo um par de primos gémeos, entdo mostre que a seguinte
identidade é satisfeita

cn+2)=cn)+2
Verifique que vale também para n = 434.
Solucéo:

Se n e n + 2 sdo primos gémeos, entdo os divisores positivos de n sé&o
apenas 1 e n, da mesma forma, os divisores de n + 2 sdo 1 en + 2, logo

cn)=n+1
ocn+2)=n+2)+1=m+1)+2=0(n)+2
Portanto, a(n + 2) = a(n) + 2, sempre que n e n + 2 forem primos gémeos.
Paran =434 =2.731en+ 2 =436 = 4.109, temos
0(434) = 0(2.7.31) = a(2)0(7)a(31) = 3.8.32 = 768

3

2—-1

0(436) = 0(2%)0(109) = 110 =770 =768+ 2 =0(434) + 2

Ou seja,
0(434+2) =0(434) + 2

Concluimos com isto que a identidade a(n + 2) = o(n) + 2 também ¢é valida
quando n e n + 2 ndo forem primos gémeos em alguns casos.
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5.4 O namero de primos distintos do inteiro n

e Seja w(n) o numero de primos distintos na fatoracao do inteiro positivo n,
sendo w(1) = 0. Por exemplo, temos w(540) = w(22.33.5) = 3.

a) Mostre que 2™ ¢ uma fungéo multiplicativa
Solucéao

Sejam m e n inteiros positivos tais que mdc(m,n) = 1 e considere a
funcdo f(n) = 29M,

Sejam n = p™p%2 ..p* e m = q"q%* .. q". Além disso, n tem r primos

distintos e m tem s primos distintos. Logo, mn = p™ ..p% ¢ ..q" tem r + s

primos distintos e pelo Teorema fundamental da aritmética podemos afirmar
gue a fatoracdo é unica, sem levar em conta a ordem dos fatores. Dai, segue
que

won)=rewim)=sew(mn)=r+s=>
= w(imn) = w(m) + w(n)
Logo,
F(mn) = 20mn) = gem)+eMm) = Jwm) 20M) = £(m)f(n)
Portanto, 2™ ¢ uma funcéo multiplicativa.

b) Para todo inteiro positivo n, obtenha a seguinte féormula

t(n?) = Z 2w(d)

dn
Solucéo:
Pelo item a) e pelo teorema 4.2, € valido que a funcéo
F(n) = Z 20(@)
dmn
E multiplicativa

Entdo sejan = pflpé‘z ...pf’r, devemos obter

k ky k kr
F(n) = F(p11 - Pr ) = F(pll) "'F(pr ) =
= ) 0@ Y ge
d|pf1 dlpfT
Lembrando que todos os divisores de pl.ki séo precisamente 1, p;, p?, ...,pk"

L

Por definicdo, temos w(p;*) = 1,se a; > 0 e w(p?) = w(1) = 0, assim
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z 20 =20 4 21 ... 4 21 =

k; ki termos
dlp;*

F(n) = Z 20@ Z 20(@ =

k k
dlp;* dlp,"

O que implica que

= (1 + 2ky) o (1 + 2Kk,)
E como n2 = p>* _..p2*r, entdo pelo teorema 2.2, segue que
t(n?) = 2k, +1) ... 2k, + 1)
Portanto,

Tm%=pw)=zyww

din
5.5 Teoremade Liouville

e Para todo n natural, prove que

2

Zd@ =Zd@3

din din
Solucéo:

Por resultados anteriores, ja sabemos que t(n) € uma funcéo
multiplicativa. Considere m e n inteiros positivos, tais que mdc(m,n) = 1, logo

t(mn)? = t(m3n3) = t(m)3r(n)3
Portanto, t(n)3 é uma funcdo multiplicativa. E pelo teorema 3.2, segue que
F() = ) o(@)?
din

€ multiplicativa também. E, da mesma forma

6 =) 1(d) = H) =[G = | ) (@)

d|n din

Significa que tanto a fungcdo G como H, sao multiplicativas. O que pode ser
verificado a seguir
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H(mn) = [G(mn)]* = [6(m)G(n)]* = [c(M)]*[G(n)]?

Sem perda de generalidade, podemos considerar um inteiro positivo da forma
n= pf‘i, pois, pelo fato das funcdes G e H serem multiplicativas, também é

vélido paran = pfl i

Seja n = p*, os divisores de n sdo precisamente 1,p,p?, ...,p*. Ressaltando
também que t(p*) = a + 1, para algum p primo. Assim,

Fi = ) o(@)* = 7(1)° + 7(p)* + 7(p?)° + -+ 7(p*)* =
dlp*

=1+(1A+1*+Q+D3++ (k+1)3=

~ [(k + 1)k + Z)r
B 2

=1+234+334+-+(k+1)3

Por outro lado,

2

Ho = ) 1@ | = [() +7(p) + 1(0%) + -+ 1)) =

d|pk

S 424t (k4 D] = [(k+1)(k+2)r
2

Portanto, vimos que F(n) = H(n) o que resulta em
2

Z 1(d)? = Z (d)

din din

5.6 Funcéo geradora de fungcdes multiplicativas

e Seja nzpflpé‘z ...pr a fatoracdo canbnica do inteiro n>1 em fatores

primos. Se f € uma funcdo multiplicativa ndo identicamente nula, prove que

r

> @@ =] [ - @)

dn k
Solucéo:

Como u e f sdo multiplicativas, entdo pelo exemplo 3.1 podemos
garantir que uf também €& multiplicativa. E pelo teorema 3.2 definimos F
multiplicativa por
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Fi) = ) w(df @

din
Se F é multiplicativa, entdo F(pi*..pf) = F(p*) ...F(p}™), com isso, basta
provarmos para o caso onde n = p*, para p primo e k > 0. Logo,
F@9) = ) p(@f@ = p(DF D) + u@)f () + -+ p@f o) =
d|pk

=pu()f) +u®)f(p)

A soma se reduz a dltima igualdade, pois u(p') =0, parai>2 e como f é
uma funcao multiplicativa ndo identicamente nula, segue que f(1) = 1, logo

F)=1f()+DfP)=1-f(p)
Como F é multiplicativa e tem-se F(p,*) = 1 — f(p;), Segue que
D H@DF@ = A= DA~ fF2)) (1= ()
din

Este resultado nos permite criar muitas relacbes a partir de funcbes
conhecidas, como a funcdo Teo. Veremos a aplicagcdo disso no préximo
problema.

5.7 Aplicacdes do resultado obtido na secéo 5.6

e Dado um inteiro n > 1 cuja fatoragdo é dada por n = p;'py?..p,", Use 0
problema da sessao 5.6 para chegar aos seguintes resultados:

a) Lamuld)r(d) = (1"
Solucéo:
Pelo problema em 5.6, temos
Z p@t(d) = (1 -1())(1 - 7(p2) .. (1 — 2(p)
din
Note que 7(p;) = 2, o que implica que 1 — 7(p;) = —1, logo
D u@r(@ = (~D(D.. (<D = (=17

dln
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b) Yapnulda(d) = (=1)"p,p; ...pr
Solucgéo:

Pelo problema em 5.6, temos

> u@o@ = (1-o@D)(1 - 0p) - (1 - o)

din

Note que o(p;) = p; + 1, 0 que implica que 1 — a(p;) = —p;, logo

D @0 = (=p)(p2) (=P = (D7 Pips oy

din

) Yamu(d)/d=(1- 1/p1)(1 - 1/p2> (1 1/pr)
Solucéo:

Inicialmente vamos verificar que a funcdo definida por f(n) =1/, é
multiplicativa. Sendo assim, tome n = ab, onde mdc(a,b) = 1, logo
1 11
flab) = —=—-= = f(a)f (b)

Pelo problema em 5.6, temos

1
Y u@ o= (1= fE0)1 - Fp) - (1= f(p) =

(-2)0-2--)

Importante notar também que pelo teorema 4.11, temos

SHD o)
o d n

d) Zapu(dd=>0-p)A—py)..(1—p;)
Solucéo:

Ja sabemos de resultados anteriores que a fungéo identidade f(n) =n
€ multiplicativa. Portanto, pelo problema em 5.6, temos

> u@d = (1= fE0)(1 - fP) (1= @) =

dn

=1 -p)A—p)..(1—p,).
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5.8 O numero de divisores de n livre de quadrados

e Seja S(n) o numero de divisores de n livre de quadrados. Mostre que

S() = Y lu(d)] = 200

din

onde w(n) € o niumero de primos distintos do inteiro n.

Solucéo:
Note que
lsen=1
lu(n)| = { 0 se p?|n, para p primo
1sen =pipy .0 com r primos distintos

Seja f(n) = |u(n)| e considere n = ab, onde mdc(a,b) = 1. Suponha que ae b
séo inteiros livre de quadrados, isto €,

a = p1Pz - Pi b=qq; ..q;s

Claramente tem-se f(a)=f(b)=1, o que acarreta em f(ab)=1 e
consequentemente f(ab) = f(a)f(b). Portanto, |u(n)| € multiplicativa.

E pelo teorema 3.2, segue que S(n) € multiplicativa.

Sejan = p". Entdo, os divisores de n sdo 1,p,p?, ...,p", logo
D @ = (O] + 1u@)] + 1@+ -+ [T = 1+ 1+ 0+ 40 =2
din

Seja n = p;p; ...p,, cOMo f(p;) = 2, podemos restringir os divisores de n para
pyp, % ..py T, onde cada m; vale 0 ou 1, portanto o nimero de divisores de n
livre de quadrados é dado por 2" ou 2°™), Dai, segue que

S(m) = S(p1p2 - vx) = S(P)S(P2) ... S(py) =

= Z G z (@)l .. Z lu(d)] = 2.2...2 = 27 = 20M

dlpy d|p> dlpr
5.9 A funcao 4 de Liouville
e A funcdo A de Liouville é definida por A(1) =1 e A(n) = (=1)ktket+kr ge g

fatoracdo de n em fatores primos é dada porn = pflpfz ...pfr. Por exemplo

A(360) = A(23.32.5) = (—1)3*?*1 = (-1)¢ = 1.
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a) Prove que A é uma func¢do multiplicativa
Solucgéo:

Seja m e n inteiros primos entre si, isto é,

n= pflpfz ...pfr, m= q{lqu q!s onde cada p, # q,

— K ky j j
nm = p11 ...prrqll qss
como mdc(m,n) = 1, segue que
A(nm) = (_1)k1+k2+...+kr+j1+j2+...+js _

— (_1)k1+k2+"'+kr (_1)j1+j2+"'+js —

= A(n)A(m)

b) Dado um inteiro positivo n, verifique que
1,sen for um quadrado perfeito
A(d) = ..
0, caso contrario
din
Solucéo:

Seja F(n) = XqnA(d), pelo teorema 3.2, F € multiplicativa. Suponha
entdo que n = p*, onde p é primo, entdo temos que

F() = 2(1) + A(p) + -+ + A(p") =
1+ED+ D2+ -+ (CDFE 4 (-DF

Note que se k for impar, entdo a soma acima resulta em 0, pois p* terda um
nimero par de divisores, por outro lado, se k é par, entdo p* terd um néimero
impar de divisores e resultara sempre em 1. Ou seja,

F(p*) = 0,se k é impar
F(p*) = 1,se k é par
Sejan = pfl ...pfr, entdo temos

F(n) = F(py*) ... F(p")

Se n for um quadrado perfeito, entdo todos o0s k; S0 necessariamente pares, 0
que significa que F(p,*) = 1, portanto F(n) = 1.

Se algum k; for impar, entdo n ndo € um quadrado perfeito, logo F(pfi) =0,0
gue nos da F(n) = 0.
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5.10 Célculo de ¢(2n) quanto a paridade den

e Mostrar que se n € inteiro, entdo

oo = e
Solucéo:
Se n é impar, entdo mdc(n,2) = 1. Dai

¢(2n) = p(2)p(n) = 1.9(n) = p(n)

Se n é par, entdo n = 2¥m, onde m é um inteiro impar e k > 1. Devemos
lembrar também que ¢(2%) = 2¥~1. Dai, segue que

p(2n) = p(2.2%m) = p(2¥*'m) = (2 ) p(m) = 2kp(m) =

2(241p(m)) = 20(2¥)p(m) = 20(2*m) = 20(n)

5.11 A condicao para que @(mn) = np(m)

e Mostre que ¢ (mn) = ne(m) se todo primo que divide n também divide m.
Solucéo:

Seja py,p,, ..., Py todos 0s primos de n que dividem m. Entéo, seja n =
ky Sy

pfl DyT € m=7p;t..p;) qfl qf}‘ onde cada g; € primo, além disso, q; # p;.
Assim,

mn = pf1+k1 ...pﬁ”k’qfl qfl” =
1 1 1 1
= @(mn) = p; ™ Lp gL gy (1 - Z> (1 - p—) (1 - Z) (1 _ q—) =
T u
u 1 1 1 1 k ky
=Py DAy (1 - Z> (1 - p—) (1 - E> (1 - q—) pl Ll =
r u

= p(m)p,* ..p;" = p(m)n
Em particular, se m = n, temos

p(n.n) = p(n*) = np(n)



5.12 Calculo da composta ¢@(¢(n)), se n é poténcia de um primo

e Se p é primo e k > 2. Mostre que (p((p(pk)) =p*2p((p — 1)?).

Solucéo:

q0(pk) — pk _ pk—l — pk—l(p _ 1)

Como mdc(p — 1,p*"1) = 1, segue que

o(0@) = 0(P*1(p - 1) = 0P Mp(p - 1) =
=p"?(p - Dol -1)
Pelo caso particular em 5.11, temos
(p—Dolp-1) =9o((p—1?)
Logo,

P(p(*) =p"o((p — D?)
5.13 Desigualdade envolvendo a funcédo ¢ e poténcia que divide ¢

e Se n > 1tem r primos impares distintos em sua fatoracéo, entao prove que
a) 2"|e(n)

Solucéo:

Sejan = pflpécz ...pfr,pl- > 2. Dai

kp—1

_ Ky
o) =pf Hpr — D" (02— 1Dy (0 — 1)
Como cada p; é impar, considere p; = 2m; + 1, para algum m;.

Assim,

pn) = pfl_lp;‘rl ...pfr‘l(Zml)(Zmz) ..(2m,) =

ki—1_kp=1  kp_
=2"p;" p? T ..py Timym,..am, >

= 2"|pm)



e Se n > 1 tém r primos distintos em sua fatoracdo, entdo prove que
b) (n) =1/,
Solucéo:

Seja pipl? ...pkr, entdo

=120~ )-(s-2)

Mas como p; = 2, entao

1 1 1 1 1 1
- ——> = 1-—2>1—-=-==
2 bi pi 2 i 2 2
Logo,
(=) (-5)-(-3)2 (0 @)-E) =3
P1 P2 pr/ — \2/\2 2 2r
Portanto,
n
(p(n)Zn-?:?

5.14 Um exemplo da utilizacdo do teorema de Euler

e Mostre que se mdc(a,n) = mdc(a — 1,n) = 1, entdo
a?M=1 4 q#MW=2 4 ...+ g2 + a+ 1 = 0(mod n)

Solucéo:
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Por hipotese, temos mdc(a,n) = 1, entdo podemos aplicar o teorema de Euler

4.2, dai segue que
a®™ — 1 = 0(mod n)
Fatorando a expresséao do lado esquerdo, temos
a?™ —1=(a-1)(a*™ 1+ +a%>+a+1)=0(modn)
Como mdc(a — 1,n) = 1, segue que

a?™-1 4 ...+ a2 +a+1=0(modn)
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6. Concluséao

Comentando o0s principais resultados, deduzimos férmulas para
calcular a quantidade, soma e produto de divisores positivos, mas o fato
intrigante é que a férmula do produto ndo p6de ser definida como uma funcao
aritmética multiplicativa, por isso recebeu pouca atencdo durante o
desenvolvimento da nossa teoria.

Outro resultado surpreendente é o teorema 3.2 no qual definimos uma
funcdo aritmética como uma soma, mas na verdade ela ainda preserva a
propriedade multiplicativa, portanto, o teorema permite que criemos variacdes
de fun¢Bes multiplicativas ja conhecidas, por exemplo, f(n) = X4, 7(d), onde
j& sabemos que a funcdo t é multiplicativa.

Exploramos outros resultados mais conhecidos como o teorema de
Wilson, Fermat e de Euler, com varios exemplos de aplicacbes basicas.
Também fizemos uso da funcéo parte inteira e suas propriedades, além de
provarmos dois teoremas importantes relacionados a fungao parte inteira.

Com tudo o que foi abordado, percebemos que dentre as funcdes
aritméticas multiplicativas, as que mais chamam atencdo sdo as funcdes de
Mobius e de Euler, pois pela definicdo delas ndo se desconfia que se pode
chegar a tantos resultados interessantes envolvendo as duas funcdes, como
por exemplo, o teorema de Gauss e a formula de inversdo de Mobius.
Estudamos também varias propriedades a respeito da funcdo de Euler, como
por exemplo o fato de ¢(n) ser par para qualquer inteiro n > 2, além de outros
resultados como achar uma formula que nos dé a soma de todos 0os numeros
que Sao primos com n e menores que n.

Tendo em vista o0s resultados obtidos ao longo de todo o
desenvolvimento do trabalho, é importante esclarecer que nao foi possivel
encontrar aplicacbes concretas aplicadas a vida real, provavelmente porque
tais aplicacbes sédo estudadas num nivel mais alto de pesquisa, portanto
retratamos aspectos basicos da Teoria dos Numeros. Por isso o ultimo capitulo
foi apresentado problemas mais dificeis e com mais abstracdo onde iriamos

simplesmente provar propriedades ou identidades dadas nos enunciados.
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