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A Geometria faz com que possamos
adquirir o habito de raciocinar, e esse
habito pode ser empregado, entdo na
pesquisa da verdade e ajudar-nos na
vida(Jacques Bernoulli).



RESUMO

O trabalho apresentado tem como objetivo descrever o estudo das secbes
Conicas. De maneira, que iremos iniciar, trabalhando, o contexto histérico das
conicas, onde relataremos 0s pensamentos dos gregos até Apolonio sobre as
secdes conicas. Conseguintemente, introduziremos as nocdes de plano cartesiano,
distancia entre dois pontos, condicfes de alinhamento dos pontos, equacéo da
reta , translacao e rotacdo de eixos, lugares de geométricos,circunferéncias,
posicdes relativa entre a reta e a circunferéncias que sao pré-requisitos para
adentrarmos nos estudos das conicas propriamente dito ,com enfoque, nas elipse,
hipérbole e pardbolas. Nessas cbnicas, estudaremos, 0s elementos de cada uma, as
equacdes reduzidas delas, com centro na origem e fora da origem do plano
cartesiano. Também, trouxemos problemas com a reta tangente, a elipse, hipérbole
e parabolas, além disso , estudamos a equacéao geral do segundo grau
e alguns problemas de lugares geométricos para identificarmos os tipos de conica.

Assim, tentamos esclarecer de maneira mais simples o estudo das secfes conicas.

Palavras- chave: Cénicas, Elipse, Hipérbole, Parabola e Propriedades.



ABSTRACT.

The presented work has as objective describes the study of the conical sections.In
way, that we will begin, working, the historical context of the conical ones, where we
will tell the Greek thoughts to Apol6nio about the conical sections. Conseguintemente
, Will introduce the notions of Cartesian plan, distance among two points, conditions
of alignments of the points, equation of the straight line, translacéo and rotation of
axes, places of geometric, circumferences, relative positions of the among the
straight line and the circumference that are pre - requirements for we penetrated in
the studies of the conical ones, with focus, in them ellipse, hyperbole and parables.
In those conical ones, we will study, the elements of each a, their reduced equations,
haul, of when yours points and vertex are out of the origin of the Cartesian plan. Also,
we brought problems coma tangent straight line, that to pass in the ellipse, hyperbole
and parables, haul ,we learned to build them when they go equation of the second
degree and some problems of loci for we identified the type of the conical. Like this

trying to explain in a simpler way the study of the conical sections

Keywords: Conical, Ellipse, Hyperbole, Parable and Properties
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1 Introducéo

1.1. Contextualizacao Historica

As conicas foram estudadas pela primeira vez pelos gregos na resolucéo do
problema de duplicacdo do cubo. Sendo Menaecmus, um dos discipulos de Euddxo
e membro da academia de Platdo que ocupou um lugar especial entre o0s
matematicos que se propuseram a resolver esse problema, tendo logrado éxito em
sua empreitada, o caminho que tomou proporcionou a descoberta das secdes
conicas.

As curvas cbnicas sdo conhecidas e estudadas a muitos séculos. Os
trabalhos mais antigos sobre o assunto foram feitos por Menaecmus, Aristeu e
Euclides. Mas foi Apolénio, conhecido como “O Grande Gebmetra” que nasceu por
volta de 262.a.C em Perga, no sul da Asia Menor e morreu por volta de 190.a.C em
Alexandria, que desenvolveu um estudo mais completo e detalhado sobre as secdes
coOnicas. Sua grande obra Secdes Conicas supera completamente os trabalhos
anteriores sobre o assunto (EVES, 1997).

“Antes de Apoldnio os gregos tiravam as conicas de trés tipos de cones de
revolucdo, conforme o angulo do vértice da se¢do meridiana fosse menor que, igual
a, ou maior que um angulo reto. Seccionando-se cada um desses tipos de cones
com um plano perpendicular a uma geratriz resultam respectivamente uma paréabola
e uma hipérbole. S6 se considerava um ramo da hipérbole. Apolénio porém, no livro
| de seu tratado,obtinha todas as sec¢fes cdnicas da maneira hoje familiar, ou seja, a
partir de um cone circular duplo, reto ou obliquo”(EVES,1997)

Séculos mais tarde a obra de Apoldnio teria importantes aplicagbes nos
estudos de astronomia de Kepler e na teoria mecanica de Newton. Trata-se de um
exemplo notavel de como uma teoria matematica produzida a partir de motivacdes
puramente filosoéficas e estéticas pode se revelar fundamental para o avango global

da ciéncia e da técnica.
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2. Plano Cartesiano

Definicdo: Consideremos duas retas concorrentes e perpendiculares em O,
as quais determinam um plano «. Dado um ponto P qualquer, Pec«,

conduzamos por P duasretas: x'//x e y//y.Denominaremos Pl a intersecéo

de X com Y' e P, ainterseciiode Y com X'.Conforme [1].

S
<

O | dki X

Figura 1 — Plano Cartesiano
Nessas condi¢cdes definimos:
a) abscissa de P é o namero real X, =0R;

b) ordenadade P é o numero real Ve = O_PZ;

c) coordenadas de P s3o os numeros reais X,e Y,, geralmente indicados na

forma de um par ordenado (X, Y, ), em que X, é o primeiro termo;

d) eixos das abscissas é o eixo X ou (OX);

e) eixos das ordenadas € o eixo Y ou (OY);

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortornomal ou retangular) € o sistema
XOY ;
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g) origem do sistema é o ponto O;
h) plano cartesiano é o plano a.

2.1. Quadrantes

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regides que denominamos
quadrantes e numerados no sentido anti-horario, conforme [2].

N

y
2 °quadrante 1 ° quadrante
- e
e} X
3° quadrante 4° quadrante

Figura 2—-Localizacdo dos Quadrantes
Dizemos que o ponto de coordenada (X,y) esta:
a) no primeiro quadrante se x>0ey>0;
b) no segundo quadrante se x<0ey=>0;
c) no terceiro quadrante se x<0ey<0;
d) no quarto quadrante se x>0ey<0;

2.2. Distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos A(X,,Y,) € B(Xs,Ys), Situado no plano

cartesiano, pode ser determinada em funcéo das suas coordenadas.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABC, temos:
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2 d2AB :dzAC +d23c
dzAB = (XB_XA)2 +(yB_ yB)2
A [elc dag :\/(XB_XA)Z +(Ys—Ya)?

Figura 3—Aplicando o Teorema de Pitagoras

2.3. Ponto médio de um segmento

Seja M o ponto médio dos segmentos com extremidade A(xA,yA) e

B(Xs,Ys). Notemos, na figura a seguir, que os triangulos AMN e ABP s&o

semelhantes, pois possuem os trés angulos respectivamente congruentes. Veja [8].

]

y

Ye

Ym

Ya

Figura 4—Ponto Médio de um Segmento
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Mas AB = 2.(AM),pois M & o ponto médio de AB .

Logo,

AM AN _ AN 1 ap—2(AN).
2AM AP AP 2

Assim, temos:
|Xe —Xa| = 2.%y =X,
Comox, > X, € X, >X,, podemos escrever:

X+ Xg
2

Xp = Xa = 2.(Xy = Xp) = Xg =X =2.(Xy —Xa) = Xg =Xy =2.Xy —2.X, = Xy =

Mediante procedimento analogo, prova que y,, = YatYe

2

Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB ,temos:

M(XAHB yA+yBj_
2 2

2.4. Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Trés pontos estardo alinhados, ou seja, pertence a mesma reta I se, e
somente se, o determinante da matriz formada pelas coordenadas dos pontos for

nulo. Conforme [3].
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. Xa Yo 1

W Xe Yo 1

X Xg X X

Figura 5—Condicédo de Alinhamento de Trés Pontos

Desenvolvendo o determinante, teremos a seguinte expressao:

—XcYe —XaYe —Xg¥Ya XA Ve XeYa Xe Y

XaYe X YA+ XgYe =X Yg — XaYe — Xg¥Ya =0

2.5. Equacao Geral da Reta

Seja AeB pontos distintos pertencentes a uma reta I' no plano cartesiano

e P(X, y) um ponto qualquer dessa reta. Conforme [6].
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X \4 1
Xa Ya 1
X Ye 1

I
O

= XYpa T X0 Yg + XgY = XYg = XAY = Xg ¥4 :O:X(yA_yB)+y(XB _XA)+XAyB —XgYa =0
Fazendo:
Ya—Ysg=a, Xg—X,=b, X,Yg—XzY,=C, temos ax+by+c=0,em que a e b,
nao podem ser simultaneamente nulos.
Assim, podemos afirmar que:
A toda reta do plano cartesiano € possivel associar uma equacao da forma

ax+by+c=0, com a, b e c pertencentes aos reais e ou a=0 ou b=0,
sendo X e Y coordenadas de um ponto qualquer da reta.

De maneira reciproca, temos que a toda equacdo da forma ax-+by+c =0,

com a=0 ou b=0, é possivel associar uma reta do plano cartesiano de modo que
as coordenadas de todos os seus pontos sejam solugdes dessa equacao.

A equacdo ax+by +c =0,é chamada de equacédo geral da reta.

~ . b ¢ b c
Na equacéo reduzida: y=——X——=mx+n,onde m=—— e n=——,
a a a a

namero M é denominado coeficiente angular (ou declividade) da reta.

Exemplo: Seja r a reta que passa pelos pontos (1,2) e (-2,5).Determine a
equacao geral dareta r:

Solucéo:
Seja P(x, y) um ponto genérico de r.Temos:

Xy
1 2 1§=0=2x-2y+5+4-5x-y=0=-3x-3y+9=0
5
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ou dividindo por 3 seus coeficientes, r: —x — y +3 = 0(equacao geral da reta).

Observacdo: Se A, B e C nao estdo alinhados, entdio A, B e C sao

D

vértices de um triangulo cuja area € dada por : 2 ,para a demonstracéo veja [1] .

2.6. Distancia entre um ponto e uma reta

Dada uma retare um ponto A fora dela (Aez r), a distancia entre eles € a

medida de AP, em que P é a projecdo ortogonal de A em r. Indicamos essa

distancia por d(A,r). Em um plano cartesiano, é possivel calcular a distancia entre

um ponto e uma reta. Conforme [14].

Figura 6-Distancia entre um Ponto e uma Reta

Considere no plano cartesiano o ponto A(x,,y,) € areta I'. Considere também

o ponto P(x.,Y,), correspondente a projecao ortogonal de A em I, e ospontos

B(Xs,Ys) € C(X.,Y.) em r , de modo que A,Be C sejam vertices do AABC.

Podemos calcular a area do AABC de duas formas:

A _ID]

WABC —
2



Segue que :

lD|=d(B'C)'d(A’P):>d(A,P)= |D|
2 2 d(B.C)
Calculando D:
Xp Ya
D:XB Ys :XA(yB_yC)+yA(XC_XB)+XByC_XCyB
Xe Ye

Fazendo :a=y, —y.,.b=X.—X; € C=XzY; — XYz t€EMOS:

D=ax,+by,+c

Equacgéo dareta r -

Xy
A =0:>x(yB—yc)+y(xc—xB)+xByC—nyB=0:>ax+by+c:0
X Yo a b c

Calculando d(B,C), temos:d(B,C)= \/(xc %) +(Ys—¥e ) =

Como d(A,P)= el , Segue que:
d(B,C)
d(AP)= O] = [, + by, +¢] . que corresponde ad(Ar)

d(B,C) a?+b?

a’+b®

21
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y |

Ya A r
d(Ar)

o XA X

A

Figura 7-Distancia entre um Ponto e uma Reta

Assim:

A distancia de um ponto A(X,,Y,)aumareta r:ax+by+c=0¢& dada por:

~ |ax,, +by, +c|

Ja?+b?

d(Ar)

Exemplo: Para aplicar esse teorema no calculo da distancia d entre o ponto P(l, 5)

e areta r de equacdo y=x-2,devemos inicialmente representar a reta r por meio
de sua equacéo geral ,isto é ,x—y—-2=0. Assim, na férmula:

d:|ax0+by0+c|

Ja?+b?

Comosvalores a=1b=-1c=-2,%x,=1 e y, =5,0btendo:

i 1.1+(-1)5-2 Ly

6 \/E=3\/§
JL+(-1)

2

NS

N
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2 .Translagdo e Rotagéo de Eixos

2.1 .Translacao de Eixos

Sejam OX e OY os eixos primitivos e O'X e O'Y 0S novos eixos,
respectivamente paralelos aos primeiros. Admitiremos também que a nova origem
referida, aos primitivos eixos, seja o ponto (h,k). Conforme [14].

y y
p Oev)
M (xy"
vE
>
o'l (h,k) N’ X'
o) N X

Figura 8 - Translac¢&o de Eixos

Seja P um ponto qualquer do plano; admitamos que suas coordenadas
referidas aos primitivos eixos sejam (x,y) e referidas aos novos seja (x',y') .Vamos

determinar x e y em funcdo de x',y',he k:

X=MP=MM +MP=h+x'

y=NP=NN +NP=h+y'

As formulas da translacéo sao,pois,as seguintes:

X=X'+h

y=y+k
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Exemplo: Considere a curva de equagdo x°+y’—-6x—8y+21=0 em relacdo ao
sistema xOy .Faca uma translacdo de eixos tal que a nova origem seja 0' = (3,4).

Obtenha a equacéo da curva em relagdo ao novo sistema x'Oy".
Solucéo:

Formula de translacao:

X=X'+3
{y=y44
Substituindo xe y seus valores na equacdo dada obtemos
(x'+3) +(y'+4) —6(x"+3)-8(y'+4)+21=0
Efetuando-se:

X|2+y12:4

A curva de x*+y*-6x-8y+21=0 se transforma na equagdo x“+y”? =4
mediante uma translacao de eixos, sendo a nova origem O'=(3,4) e raio igual a 2.

2.2 .Rotacgéo de Eixos

Sejam OX e OY os eixos primitivos e OX eOY 0s novos eixos. O é a
origem comum dos dois sistemas, conforme [14].

Yy
v
x (x.y)
P x,y")
x: )
v
"
M' \
N
N O
(@) M N X

Figura 9 - Rotacao de Eixos
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Consideremos o angulo X OX, segundo o qual os eixos giraram, e
designemo-lo por #. Seja ainda P um ponto qualquer do plano, de coordenadas

(x,v), quando referidas aos primitivos eixos, e (x',y'), referidas aos novos eixos.
Determinemos xey em funcdo de x'y'e @:

X=0OM =ON —-MN =x'cosfd—y'send;

y=MP = MM +MP=NN +MP=x"send+ y'cosd .
Portanto, as formulas de rotacdo dos eixos, segundo um angulo #,séo:

X=X'cos@—y'send
y =X'senéd+y'cosé

Exemplo: Transformar a equacdo2x’ +J§xy+ y>=4 por rotacdo de eixos
coordenados de um angulo de 30°.

Solucéo:

As equacdes de transformacéo sao:

X = x'c0s30° — y 'sen30° :gx'—%y'

y = X"sen30° + y'cos 30° :%x'+§y'

Substituindo estes valores de x e y na equacgdo obtemos:

Bo1 Y o(Boor )1, B (1, B
2l —X'==y'| +3| —X"-=Yy'|| =X+—Y"|+| =X+—Vy'| =4
2" 2’ & 2 22T

Apos desenvolvimentos e simplificagcdo obtemos a equacédo transformada pedida
5x '+ \ 2 = 8, veremos posteriormente que é uma elipse.
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3 Cobnicas

3.1 .Lugares Geomeétricos

Um conjunto de pontos do plano que tem uma propriedade caracteristica,
expressa por uma sentenca possivel de se traduzir matematicamente é chamado,

tradicionalmente, um lugar geométrico de pontos. Conforme[13].

3.2 .Sec0bes Conicas

As secbes cOnicas estdo mais presentes no Nosso universo bem mais do
gue possa aparentar. Vocé provavelmente ja ouviu falar que a terra percorre uma
orbita eliptica em torno do sol. Um corpo sobre acédo puramente gravitacional
descreve um movimento que é representado geometricamente por uma secao
conica. Dependendo da energia do sistema, esta drbita pode ser uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola. No caso da Orbita terrestre, a érbita € uma elipse, tendo

o sol como um dos focos desta elipse , segundo [16].

Superficie Conica Reta

Segdo do tipo Elipse Sec3o do tipo Hipérbole Sec3o do tipo Parabola

Figura 10— Secdes Conicas
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4.2.1. A Circunferéncia

7

Uma circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos do plano que séo
equidistantes de um ponto fixo.

d(R,C)=d(R,,C)=...= CONSTANTE

Figura 11— A Circunferéncia

4.2.1.1. Equacéo da Circunferéncia

Sendo P(x, y) um ponto qualquer de uma circunferéncia A de centro
C(a,b) eraio r (r>0), aequagéo de 1 é ; de acordo com a definicédo dada por :

Y

0 a X X

/1:(x—aL)2+(y—b)2 =r?

Figura 12 — Equacé&o da Circunferéncia
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De fato. Observe que d (P,C)=r ouseja,

\/(x—a)z +(y—b)2 =r, elevando ao quadrado, obteremos :

(X — a)2 + ( y— b)2 =r? (equacao reduzida da circunferéncia)

A equacao reduzida da circunferéncia 4 de centro C(a,b) e raio r escrita na

forma A:(x—a)’+(y—b)’=r? é chamada de equagéo reduzida de 1. Efetuando as
operacoOes indicadas, obtemos uma equacao equivalente, desenvolvida, assim:
A:x*+y® —2ax—2by+a*+b*—r>=0 (equacdo geral da circunferéncia).

Exemplo: Escreva a equacao da circunferéncia de centro no ponto (—2,3) e raio 4.

Solucéo:

(x=a) +(y-b) =r? = (x+2) +(y-3)' =4 = (x+2)" +(y-3)" =16

J

-~
equagao
reduzida

da
circunferéncia

ou

X*+Yy°+4x—6y—3=0

equacao
geral
da

circunferéncia

4.2.1.3.Posic¢0es Relativas entre a reta e a circunferéncia

No plano cartesiano, temos trés posi¢des relativas entre uma reta e uma
circunferéncia. Conforme [10].



a) Exterior

S é exteriora 4 se, esomentese: d., >R

Figura 13 — Posic&o Relativa entre a Reta e a Circunferéncia (Exterior)

b) Tangente

S é tangente a 1 se, somente se:d, =R

Figura 14 — Posic&o Relativa entre a Reta e a Circunferéncia (Tangente)

29
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c) Secante

S é secante a 1 se, somente se:d., <R

Figura 15 — Posicéo Relativa entre a Reta e a Circunferéncia (Secante)

4.2.2. Elipse

Fixados dois pontos, F, e F,, de um plano «, tal que FF,=2c, com

c>0, chama-se elipse o conjunto de pontos P do plano « cuja soma das

distancias PF, e PF, é uma constante 2a, com 2a>2c .Pela definigéo .
PF, +PF, =2a

(2a>2c>0)

g
e

Figura 16 — A Elipse



4.2.2.1. Elementos da Elipse

Figura 17 — Elementos da Elipse

F e F, =focos;

O=centro ;

A A, =eixo maior;

B, B, =eixo menor;

2c = distancia focal,

2a = medida do eixo maior,

2b =medida do eixo menor;
c .
2 excentricidade (*);

Relacao notavel no triangulo retangulo (teorema de Pitagoras)

a’=b?+c?

31
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Excentricidade da Elipse

Cc

Em geral, arazéo ¢ = - € utilizada para medir o "achatamento" de uma elipse.

Chama -se excentricidade da elipse,sendo um numero compreendido entre O e 1.
Quanto mais proximo de 0 é o valor de &, mais a elipse se aproxima de uma
circunferéncia. Poderiamos dizer que uma circunferéncia € uma elipse com ¢ = 0, e
um segmento de reta € uma elipse com ¢ = 1.Conforme [13].

4.2.2.2. Equacédo Reduzida da Elipse

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que AA,cx e BB, cy.
E evidente que os focos s&o os pontos F.(-c.0) e F,(c,0).

Nestas condi¢des, chama-se equacédo reduzida da elipse a equacao que P(x, y),
ponto genérico das curva , verifica. Veja [1].

y
B, P(xy)
R ’/i | .
E 0 F, X

Figura 18 — Equacéo Reduzida da Elipse



Observe é imediata :
P € Elipse << PF, + PF, =2a

entao:

JOx+e) +(y+0) +(x—c)’ +(y-0)’ =2a

(x+c)2 +y’ =2a- (x—c)2 +y°

(x+c)2 +y? =4a’ —4a1/(x—c)2 +y? +(x—c)2 +y?

2
X? +2cx+¢° +y* =4a° —4aw/(x—c) +vy® +x*—2cx+c? +y*,cancelando x?,y?,c?, e
simplificando, obtemos:

aJ(x—c)2 +y? =a’ —cx, elevando ambos os lados ao quadrado,
2 2 2.2 (.2 2

a’(x—c) +a’y’ =(a’—cx

a’x? —2a’cx+a’c® +a’y’ =a’ —2a’cx +c’x?, cancelando —2a’cx,

a?x? —c2x? + azyz —a*_a’c?

(a®—c?)x* +a’y* =a*(a” —c?)
— e

b?x* +a’y? = a’b?, dividindo por, a®b?, concluimos que :
2 2

Xy
?‘Fb—zzl

33



Analogamente, se a elipse apresenta 4,4, c y e B;B, C x,temos:

F,(0,c)
P(xy)

Figura 19 — Equacéo Reduzida da Elipse

PF, + PF, =2a

\/(X—O)z +(x+c)2 +\/(x—0)2 +(y—c)2 =2a, esta é a mesma que se obtém
permutando x com y na relacdo inicial e, dai decorre a equacéo da elipse.
y X

2 2
—2+—2:1

a“ b

Exemplo: Determine a equacéo reduzida da elipse com focos sobre o eixo y ,

eixo maior medido 12 , eixo menor 8 e 0 centro na origem.
Solucéo:
Temosque 2a=12=>a=6 e 2b =8 = b =4,

logo:
2 2 2 2

y° X y° X 3 . . .
—+—==1="-+—=1, que é a equacao reduzida da elipse.
6> 42 36 16 a quag P

34
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4.2.2.3. Elipses com o centro fora da origem

Se uma elipse tem centro no ponto O'(x,,Y,)e AA,// x, sua equagéo em
relacdo ao sistema auxiliar x'Oy' é , conforme [8].

CF L0

a’ b?

Portanto, de acordo com as féormulas da translacdo vistas, sua equacao
relativamente ao sistema xoy é:

y'
y
BZ
Yo =
F, A2 % ,
Bl
O
X X
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Analogamente, se uma elipse tem centro no ponto O'(xo, yO)e AA, /ly,sua

equacao relativamente ao sistema xOy é:

Yo

0

Ea
X

Figura 21 — Elipse com o centro fora da origem

(Y=%)  (x=%)’
2 0 =1

Exemplo: Determine a equacédo de uma elipse que tem centro no ponto O'(3,5),
semieixo maior a=2 e semieixo menor b=1.

Solucéo:

Temos o centro O'(3,5) fora da origem, e os semieixos a=2 e b=1, logo:

(%) (y=¥) _; (x=3)° (y=5) _,_ (x-3) (v-5)'

a’ b2 22 12 4 1

=1, (se o eixo maior

é paralelo ao eixo x) ou:

(Y=Yo) +(x—x0)2 1o (y-5) +(X_3)2 1= (y-5) +(X_3)2 =1,(se o eixo maior

a’ b? 2? 1? 4 1

€ paralelo ao eixo y).



37

4.2.3. Hipérbole

Denominamos hipérbole ao lugar geométrico dos pontos de um plano para
os quais a diferenga das distancias a dois pontos dados, F, e F,, do plano, é em

valor absoluto igual a uma constante 2a, menor que a distancia FF,. Segundo [2].

|dPF1 _dPF2 |=2a

,para todo ponto P de hipérbole.

Figura 22 — Hipérbole

4.2.3.1. Elementos da Hipérbole

Figura 23 — Elementos da Hipérbole

F, eF, =focos;

O= centro ;
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A A, = eixo real,

B,B, =eixo imaginario;
2c =distancia focal;

2a =medida do eixo real;

2b =medida do eixo imaginario;

C .
— =excentricidade
a

Relacao notavel no triangulo retangulo (teorema de Pitagoras)
2 2 2
c°=a’+b

Excentricidade da Hipérbole:
~ C . .
Em geral, a razdo ¢=— ¢é utlizada para medir o "fechamento” de uma
a

hipérbole, sendo chamada excentricidade. A excentricidade de uma hipérbole é
sempre maior que 1 . Quanto maior o valor de &,mais "aberta" é a hipérbole. Para a

hipérbole equilatera, temos &= 2 .Conforme [13].

4.2.3.2. Equacéo Reduzida da Hipérbole

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que AA,cx e BB, cy.
E evidente que os focos sdo 0s pontos F.(-c,0) e F,(c,0).

Nestas condi¢des, chama-se a equacéao reduzida da hipérbole a equacéo que
P(x,y), ponto genérico da hipérbole, verifica.Veja[1].



Figura 24 — Equacédo reduzida da Hipérbole

Note que :
P e Hipérbole <| PF, — PF, |=2a

entao:

JOx+e) +(y—0) —(x—c) +(y-0) ==2a

\/(x+c)2 +y? =\/(x—c)2+y2 +2a
(x+c)’ +y? =(x—c) +y* +4a,/(x—c)’ +y* +4a’

2
X* +2xc+C” +y? =x" —2xc+C* + y* £4aJ(x—c) +y’ +4a*, cancelando x°,y*,c?,

Obtemos ::

4xc—4a’ =+da (x—c)2 +y°

2\ . 2 2
4(xc—a )—i4am, dividindo por 4,

39



2
, elevando ao quadrado ambos os lados,

2
xc—a’ =+a,/(x—c) +y
x°c® —2cxa’ +a’ =a’(x* —=2xc+c® +y?)

x’c® —2xca® +a* = a’x* —2xca® +c’a’ + y*a®,cancelando -2xca?,

X2C2 _a2X2 _ y2a2 — C2a2 _a4

b*x* — y*a® = a’b® ,dividindo por ab?,obtemos :
X2 yZ
primvind
a-~ b

Analogamente, se AA cy e BB, cx,temos:

Figura 25 — Equacéo reduzida da Hipérbole

40
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PF, - PF, =+2a

\/(x—0)2+(y+c)2 +\/(x—0)2+(y—c)2 =+2a, notemos que esta é a mesma que se
obtém permutando x com y na relagdo inicial e, dai decorre a equacdo da
hipérbole.

Exemplo: Obtenha a equacao reduzida de uma hipérbole com eixo real 8 e distancia
focal 10 .

Solucéo:

Temos eixo real (a) :2a=8=a=4,e a distancia focal (c):2c=10=c =5, aplicando o
teorema de Pitagoras: c¢®=a’+b*> =5 =4’ -b*=b=3.

Se a posigéo da hipérbole ¢ AA cx e BB, cy,

~ . XE P
entdo sua equagio é: = - =1=—-L =1="—-L =1
quag a’ b’ 4> 3 16 9

4.2.3.3. Hipérboles com o centro fora da origem

Se uma hipérbole tem centro no ponto O'(x,y,)e AA,//eixo x sua
equacao em relacdo ao sistema auxiliar x'Oy'é:Conforme [8].

Portanto, de acordo com as férmulas da translacdo vistas, sua equacao
relativamente ao sistema xoy €:
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y'

Yo

N

Figura 26 — Hipérbole com centro fora da origem

(x=%) _(Yy=%) _,
a’ b2

Analogamente, se uma hipérbole tem centro no pontoO'(x,,y,)e AA, /]y
,Sua equacao relativamente ao sistema xQy é:

y .
y
C F2
AZ
Yo o "
A
L a
o
X0

Figura 27 — Hipérbole com centro fora da origem
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a b?

(y_ZVO)Z (X_XO)Z _1

Exemplo: Obtenha a equacao reduzida de uma hipérbole que tem centro no ponto
O'(7,8), semieixo real a=4 e semieixo imaginario b=3.

Solucéo:
Temos centro fora da origem 0'(7,8) e a=4eb=3,logo

(%) (y=yo) ,_ (x=7) (y=8) ,  (x-7) (y;8)2:1(3e AR, 1)

% b2 4 3 16
ou:
(Y=¥s) (x=%) (y-8)° (x=7) (x-8)° (y-7) e
— =1 — =1 — =1
a.2 b2 = 42 32 = 16 9 (Se A].AZ //y)

4.2.2. Pardbola

Denominamos parabola ao lugar geométrico dos pontos de um plano que
sdo equidistante de uma reta dada d e de um ponto F ,F ¢d, do plano. Veja [2].

parabola

vértice

dP.d = dge

,para todos os pontos P da parabola.

Figura 28 — Parabola



4.2.4.1.Elementos da Parabola

Figura 29 — Elementos da Parabola
F =FOCO;
d =diretriz;
p = parametro;
V =vértice;

reta VF =eixo de simetria;

relacdo notavel:VF = —.

N [T

£= il =1 (excentricidade)
PF

44
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4.2.4.2.Equacédo Reduzida da Parabola

F _-|-| "?.F":__'l.:l

'y

ay
"t
i
o
W

Figura 30 — Equacéo reduzida da Parabola

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da

parébola e eixo das abscissas passando pelo foco. E evidente que o foco é: F (EOJ

e a diretriz d tem equacdo x = —g .

Nestas condi¢des, chama-se equacao reduzida da parabola a equacédo que
P(x, y), ponto genérico da curva, verifica , conforme[1].

A deducdo é imediata:
P € paréhola < PF = PP’

entao:

2 2
\/(X—Bj +(y—o)2 = \/(x+§] +(y- y)2 , elevando os dois lados ao quadrado

2 2 2

- px+pT+ Yo =%+ px+p7 , cancelando xz,% Jlogo :
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y*=2px, se F éa esquerdade V ,entdo y>=-2px

Exemplo: Uma parabola com parametro p =2, vértice na origem e foco no eixo do
X, tem a equacao:

y>=2px = y* =2.2x= Yy’ =4x, se F adireitade V
ou:
y>=-2px= Yy’ =-2.2x=y’ =-4x, se F a esquerda de V

Analogamente ao que vimos, se a parabola apresenta vértice na origem e
foco no eixo das ordenadas, temos:

Figura 31 — Equacéo reduzida da Parabola

PF = PP"

ool 5] et

Notemos que esta relacdo é a mesma que se obtém permutando X com Yy na
relacdo inicial e dai, decorre a equacao da parabola:
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X*> =2py

Exemplo: Uma parabola com parametro p =2 ,vértice na origem e foco no eixo vy,
tem a equacao:

X2 =2py=>x*=22y=x*=4y,se F acimadeV

ou:

x> =-2py=x*=-22y=x*=-4y,se F abaixo de V

4.2.4.3.Parabola com o vértice fora da origem

Se uma parébola tem vértice no ponto V (xo, yo) e VF // eixo Ox, sua equacao

em relacdo ao sistema auxiliar x'Vy'é conforme [8].

YT y'

Yo —F—1

Figura 32 — Parabola com o vértice fora da origem

1 2 1
(y') =2px
Portanto, sua equacgéao relativamente ao sistema xOy é:

(Y=Yo) =2p(x—%,)
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Analogamente, se uma parabola tem vértice no ponto V(xo,yo) e VF // eixo
Oy ,sua equacao relativamente ao sistema xOy é:

y y'

Yo

0] % X

Figura 33 — Parabola com o vértice fora da origem
2
(X=%) =2p(y~-Yo)

Exemplo: Uma parabola com vértice V (7,8) e parametro 3 apresenta equacao:
solucgéo :

(Y=Yo) =2p(x=%)=(y-8)" =23(x-7)=>(y-8) =6(x-7),seVF//x e F a
direita de V ou:

(x—xo)2 :Zp(y—yo):(x—7)2 :2.3(x—8):(y—7)2 =6(x—8),se F ¢ acima deV.

Nota-se ainda que uma pardbola de vérticev(7,8) e parametro 3 apresenta a
equacao:

(Y=Y,) =—2p(x—%)=(y-8) =—23(x-7)=(y-8)" =—6(x-7),seVF//x e F &
esquerda de V ou:

(x—x0)2 :—2p(y—yo):>(x—7)2 :—2.3(x—8):>(y—7)2 =—6(x—8),se VF//y e

F abaixo de V .
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4 Problemas com reta tangente

4.1 .Elipse

Figura 34 — A reta tangente com a Elipse

Teorema: Considere uma elipse de focos F e F' e seja P um ponto desta
elipse. No triangulo PFF ' a bissetriz externa relativa ao vértice P é a tangente a
elipse. Veja [15].

Figura 35 — Demonstracdo da reta tangente a elipse

Demonstracéo: Sejat a bissetriz do angulo externo ZFPF', com P pertence
a elipse de focos FeF'. Q € um ponto da retatdistinto de P. Seja Ro ponto

simétrico de F'com relagdo areta T .
Assim: os triangulos APRF' e AQRF 'sdo isosceles:
PR=PF'e QR=QF'

Assim: 2a=PF +PF'=PF+PR=FR
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Pela desigualdade triangular em AQFR:
QF +QR>FR=QF +QF '> 2a

Conclui-se, portanto que o ponto Q esta no exterior da elipse. Desde queQ

pode assumir qualquer ponto da reta t distinto de P, segue que P é o Unico ponto
de t que pertence a elipse, ou seja, t é a tangente a elipse no pontoP .

Exemplo: Vamos obter as retas tangentes da elipse 1 :9x*+4y®> =25 que sdo
paralelas a reta r:y=2x.

Solucéo:
As retas tangentes tém equacdes y =2x+h.

y=2Xx+h
Ox? +4y? =25

Para resolver o sistema {
obtemos a equag&o 9x* +4(2x+h)” =25,0u seja, 25x* +16hx+(4h?-25)=0,
cujo discriminante é A =-144h*+2500.

. < . 25
Logo, para que a reta seja tangente a elipse, devemos ter A=0,0u seja,h = i?.

As retas tangentes séo:tl:y:2x+% et,:y= 2X—%.

4.2 Hipérbole
Teorema: Seja P um ponto sobre uma hipérbole de focos F e F'. Por P

traca-se uma reta t que é tangente a hipérbole. A reta t € a bissetriz do
angulozFPF'. Segundo [15].
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Figura 36 — Demonstracdo da reta tangente a hipérbole

Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema € analoga a demonstracao
do teorema das tangentes para elipses, onde se deve demonstrar que para qualquer

outro ponto Q da bissetriz de ZFPF', tem-se que |QF —QF | < 2a,implicando que Q

nado pertence a hipérbole. Deste modo, P € o Unico ponto da reta tque pertence a
hipérbole, fazendo com que a bissetriz de Z/FPF 'seja tangente a hipérbole.

Exemplo: Vamos obter as retas tangente a hipérbole y :x*—y* =4 passando pelo
ponto R, :(1,0) .

Solucéo:
As retas tangentes tém equagdes y=m(x—-1).

y=m(x—1)
X>—y* =4

Temos o sistema {

que conduz & equagéo (1-m)x*+2mx—(m+4)=0,sendo A =16-12m’.

Logo, para que a reta seja tangente a hipérbole, devemos ter m=+

i
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As retas tangentes sao: tl:y:i(x—l) e t,iy=—7m(x-1).

J3
4.3 .Parabola

Teorema: Considere um ponto P pertence a uma parabola de foco F e

diretriz d. Seja D a projecdo de P sobre a diretriz d .Trace em P atangente t a
parabola. Areta t é a bissetriz do angulo ZFPD [15].

figura

Figura 37 — A reta tangente a parabola
Coroléariol: O ponto D é simétrico de F com relacdo areta t.
Corolario 2: Em um espelho parabdlico todo o raio luminoso que incide na parabola

paralelamente ao eixo de simetria reflete ao longo de uma reta que passa pelo foco
da parabola.
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F

D' D

Figura 38 — A demonstracdo da reta tangente a parébola

Demonstracéo: Considere um ponto P sobre a parabola, e trace a bissetriz
t do &ngulo ZFPD. Tome um ponto Q qualquer,distinto de P, nareta t. Trace FQ
e seja D' a projecédo de Q sobre a diretriz d .

Como P pertence a parabola entdo PF =PD ,fazendo com que AFPD ,seja
issceles. Assim, a bissetriz t é mediatriz de FD, implicando que QF =QD.

7z

Como D' é a projecdo de Q sobre a reta diretriz  d segue que
QD'<QD =QF ,fazendo com que Q seja externo a pardbola ( se ele estivesse
sobre a parabola teriamos Q_D = (f gue nédo ocorre).

Como Q representa um ponto qualquer sobre a reta t distinto de P conclui-
se que P é o Unico ponto da reta t que pertence a parabola. Logo, segue que ¢ €
tangente a parabola.

Sobre o corolario 1 , observe que a reta t é mediatriz do segmento FD,
fazendo com que as distanciasde F ate t e de D até t sejam iguais.

Para demonstracédo corolario 2 basta notar que o angulo formado por um
raio paralelo ao eixo de simetria e a reta t € igual a «, implicando que o raio

refletido percorra o segmento FD ,passando, portanto, pelo foco F da parabola.

Exemplo: Vamos obter as retas tangentes a parabola i :x=4y?, passando pelo
ponto R, :(0,3).

Solucéo:

Procuramos retas y-3=mx tangentes a parabola.

—3=mx

Temos o sistema { )

X=4y
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Que conduz a equacao yT_s:MZ, ou seja, 4my’—-y+3=0.ComoA=1-48m,para

1 . ~
temos A=0, temos m =18 Logo existe apenas uma reta tangente com equacao

y—-3= %x ; a outra é paralela ao eixo OY e sua equagédo é x=0.

5 .Equacgéo Geral do 2° Grau

Sabemos que uma equacgéo geral do 1° grau, emxe y,Ax+By+C=0 (4 ou
B # 0) sempre representa uma reta. Veremos, agora, o que se pode afirmar sobre
uma equacdo geral do 2° grau, em x e y, Ax’*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F =0(4,B ou
C # 0).Segundo[13].

Ja vimos que, quando escolhemos os eixos coordenados paralelos aos eixos
de simetria, as equacgfes da circunferéncia, pardbolas, elipse e hipérboles sdo do
tipo acima, comB =0.

a) Circunferéncia:
(x—x0)2 +(y— yo)2 =r’
As equagdes s&o do tipo : Ax*+Cy?+Dx+Ey+F =0 (A=C)

Exemplos: 3x*+3y? +6x+6y—1=0 ; —2x*—2y* +4x+4y+3=0

b) Elipse:

(%) (y=%)
a’ b?

:rZ

As equacdes sdo do tipo : AxX*+Cy*’+Dx+Ey+F=0 (A e C de mesmo
sinal,A # C).

Exemplos:
2X° + Yy +4x—6y—11=0; x> +4y’ —x—y =0 e-3x* -4y’ +12x-8y—-4=0.

c) Hipérbole:

(X_XO)2 _(y_yo)z —r?
a’ b2
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As equacbes sdo do tipo: Ax*+Cy’+Dx+Ey+F=0( A e Cde sinais
contrarios, A=C).

Exemplos :3x* —2y* —6x—4y—5=0 ;4x*—y*—2x-3=0 e —x*+6y°—4x=0.
d) Parabolas:
y—yozk(x—xo)2 ou x—xozk(y—yo)2

As equagdes séo do tipo : Ax’ + Dx+Ey+F =0 (A#0,C=0) ou: Cx*+Dx+Ey+F =0
(A=0,C#0)

Exemplos:

X2 +4x—4y+5=0 ; 3x*—7x+2y—-1=0 ;7x*-3x+2y-5=0 ;4x°+7y=0 e
—8x*+3y+x=0.

6 Problemas Envolvendo Lugares Geométricos

Definicdo: Lugar geométrico € o conjunto dos pontos do plano que guardam
determinada propriedades. Principais lugares geométricos séo: circunferéncia,
mediatriz, bissetriz, arco capaz, eixo radical, elipse, hipérbole, parabola. Veja [15].

Exemplo 1: Deduzir o lugar geométrico dos vértices dos angulos retos de todos os
tridngulos retangulos, cuja a hipotenusa comum é o segmento que liga os pontos

(0,b) e (a,b).
Solucéo:
Seja (x, y) 0 vértice de qualquer um dos angulos retos. Como os dois

catetos sdo perpendiculares, a declividade de um deles deve ser o inverso da
declividade do outro, com sinal trocado. Temos, pois:

simplificando, obtemos:

(y—b)"=—x(x—a) ou x*+y?—ax—2by+b?* =0( circunferéncia).
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Exemplo 2: Determine o lugar geométrico dos pontos P(x, y) ,tais que os produtos
dos coeficiente angulares das retas que os ligam a (3, —2) ea (—2,1) e 6.

Solucéo:

l\)

y_3 y—2:—6 ou 6x*+y*+y—6x=38 é uma (elipse).

Exemplo 3: Deduzir a equacdo do lugar geométrico gerada por P(x, y) gue se
desloca de modo que o produto dos coeficientes angulares das retas que o unem a
(-21) e (4,5) é 3.

Solucéo:

‘~<

y 5_5
4

><
N

simplificamos obtemos,

3x* —y?*+6y—6x+29=0 que é aequacdo de uma hipérbole.

7 Conclusao

Este trabalho visa abordar a compreensdo do estudo das secbes conicas,
com énfase na elipse, hipérbole e parabola. Iniciamos com nocdes preliminares de
plano cartesiano, distancia entre dois ponto, equacdo da reta, translacdo e rotacao
de eixos, lugares geométricos, circunferéncia até chegarmos nas cénicas , no qual
,abordamos elementos , equacdes reduzidas, equacao com centro fora da origem
retas tangentes ,também aplicamos alguns problemas de lugares geométricos para

identificar o tipo de conicas.
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