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Resumo

O presente trabalho tem como tema a exploragao de integrais multiplas utilizando o
software Geogebra. Para tal, faz-se uma breve introdugao a respeito do Célculo Diferencial
Integral, bem como as dificuldades enfrentadas para o estudo desse tema atualmente. Nos
cursos de nivel superior o estudo de integrais miiltiplas se caracteriza como um processo
abstrato e de dificil representacao grafica em sala de aula com materiais convencionais,
gerando dificuldades nas disciplinas que abordam essa tematica. A vista disso, neste
trabalho desenvolveu-se um manual onde sao explicados os passos de elaboracao de graficos
tridimensionais e de so6lidos geométricos com bases retangulares, seguido de exemplos de
integrais multiplas utilizando o Geogebra. Sao explorados casos simples de integrais duplas,
bem como discutidos casos mais complexos, nos quais sao utilizadas técnicas como mudanca
de variavel e coordenadas polares. Ao final de cada problema, é realizada uma analise
comparativa entre os resultados obtidos no Geogebra e os métodos tradicionais de resolugao
de integrais miltiplas. O Geogebra tem intmeras aplicagoes e, se utilizado de maneira
adequada, pode desempenhar um papel significativo na facilitacao do ensino de assuntos
mais complexos, contribuindo positivamente para aprimorar as praticas pedagogicas no

ambito do ensino superior.

Palavras-chave: Integral Dupla, Software Geogebra, Simulagoes.






Abstract

The present study has as its theme the exploration of multiple integrals using the software
Geogebra. For this, a brief introduction is made about the Differential Integral Calculus,
as well as the difficulties faced for the study of this subject nowadays. In undergraduate
courses, the study of multiple integrals is characterized as an abstract process and difficult
to graphically represent in classroom with conventional materials, creating difficulties in
the subjects that deal with such topic. In view of this, this study developed a manual
where the steps for the elaboration of three-dimensional graphs and geometric solids
with rectangular bases are explained, followed by examples of multiple integrals using
Geogebra. Simple cases of double integrals are explored, as well as more complex cases
where techniques such as variable change and polar coordinates are used. At the end
of each problem, a comparative analysis is performed between the results obtained in
Geogebra and traditional methods of solving multiple integrals. Geogebra has numerous
applications and, if used appropriately, can play a significant role in facilitating the teaching
of more complex subjects, contributing positively to improve pedagogical practices in

undergraduate courses.

Keywords: Double Integral, Geogebra Software, Simulates.
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1 Introducao

As integrais desempenham um papel fundamental na Matemética e sao utilizadas
para resolver uma ampla gama de problemas em diversas areas do conhecimento. Com-
preender e dominar as integrais ¢ essencial para resolver problemas complexos, tedricos e

préaticos que envolvem fungoes.

A construgao das integrais remonta ao século XVII, quando varios matematicos
contribuiram para o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. Gottfried Leibniz,
em particular, desenvolveu seus estudos sobre calculo entre 1673 e 1676, aprimorando ideias
sobre o Teorema Fundamental do Calculo e varias féormulas elementares de diferenciagao.
Foi Leibniz quem introduziu o simbolo f para representar a integral, um S alongado que

simboliza a primeira letra da palavra latina summa (soma), em 29 de outubro de 1675 [1].

Atualmente, existem diversas ferramentas computacionais que auxiliam no calculo
de integrais. O Geogebra, em particular, destaca-se como uma opgao versatil e acessivel,
que permite realizar calculos numéricos, graficos e criar ambientes visuais e interativos

para explorar conceitos matematicos de forma intuitiva.

O estudo em questao visa explorar as integrais multiplas utilizando o Geogebra
como ferramenta principal. Mostraremos resultados importantes das integrais duplas e, a
partir disso, utilizaremos recursos do Geogebra para criar representacoes visuais e demons-
trar sua aplicagao em problemas concretos. Além disso, faremos uso das funcionalidades
interativas do software, permitindo ao usuario explorar e modificar parametros, visualizar

resultados em tempo real e compreender de forma mais profunda os conceitos abordados.

Este trabalho encontra-se estruturado em cinco capitulos, além da introducao e
da conclusao. No capitulo dois apresentaremos o software, mostrando algumas de suas
ferramentas. No terceiro capitulo, serao abordadas as principais defini¢oes e propriedades
das integrais miltiplas, elucidando suas aplicabilidades. No capitulo seguinte, serao dis-
cutidos os principais resultados utilizados nas aplicagoes dessas integrais. J& no capitulo
subsequente seréa, detalhadamente, demonstrado o processo de construgao grafica de uma
fungao bidimensional e o célculo da integral delimitada por uma area R abaixo da funcao
utilizando o Geogebra, para tal construgao utilizamos como base a referéncia [2]. Adicio-
nalmente, serao exibidos exemplos ilustrativos visando melhorar a compreensao do tema
e, por fim, apresentaremos aplicacoes da integral dupla em problemas mais complexos,

evidenciando a versatilidade do software em contextos mais abstratos.

Ao combinar a teoria matemética das integrais multiplas com as capacidades
do Geogebra, esperamos facilitar a compreensao e aprendizagem desse tema complexo,
tornando-o mais acessivel e atraente para estudantes e profissionais da &area. Através

dessa abordagem visual e interativa, pretendemos fornecer uma nova perspectiva sobre
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as integrais multiplas, permitindo uma compreensao mais intuitiva e pratica de seus

fundamentos e aplicagoes.

1.1 Justificativa

Na atualidade, uma das grandes dificuldades do ensino da Matematica reside
na capacidade dos estudantes de compreenderem visualmente os conceitos apresentados
de forma algébrica. Com o intuito de superar esse desafio, sao normalmente utilizadas
representacoes visuais. Entretanto, quando chegamos ao ensino superior, a utilizagao dessas
representacoes acaba sendo mais complexa, uma vez que reproduzi-las apenas em um
quadro com as ferramentas habituais torna-se dificil e nao se tem o conhecimento para

utilizar softwares que possam auxiliar nesta representacgao.

Considerando o exposto, este trabalho tem o propésito de mostrar uma maneira
didatica de usar o software Geogebra para a representacao e o calculo de integrais de fungoes
de duas variaveis, através de exemplos e aplicagoes para melhor entendimento do leitor. O
resultado deste estudo podera beneficiar tanto estudantes quanto professores, fornecendo
uma alternativa acessivel para o ensino e aprendizagem das integrais miltiplas, visto que
o software é livre e de facil acesso. Além disso, os materiais e recursos fornecidos poderao
ser compartilhados e utilizados em cursos, disciplinas e ambientes educacionais diversos,
desejando o aprimoramento do ensino de Matematica como um todo e contribuindo para o
avanco do conhecimento nessa area, bem como para a formagao de estudantes e profissionais

interessados em explorar as integrais miltiplas de maneira mais dinamica e envolvente.

1.2 Objetivo

1.2.1  Objetivo Geral

Explorar as integrais miltiplas com o auxilio do software Geogebra, utilizando

uma abordagem visual e interativa.

1.2.2 Objetivos Especificos

Calcular integrais duplas utilizando o software Geogebra.

Explorar visualmente as integrais duplas utilizando o software Geogebra.

Verificar, mediante manipulagoes computacionais, alguns exemplos e aplicagoes.

Desenvolver ferramentas interativas no Geogebra para auxiliar na visualizacao,

compreensao e calculo das integrais multiplas.
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2 O software Geogebra

O software Geogebra é um aplicativo interativo de Matemaética, que pode ser
acessado por miultiplas plataformas como Windows, MacOS, Linux, Android, iOS, e tem
fungoes algébricas, geométricas, estatisticas e também de calculo. Este aplicativo traz
varias funcionalidades como construgoes geométricas utilizando pontos, retas, segmentos

de reta, poligonos e pode ser usado para todos os niveis de ensino [3,4].

Este software foi criado por Markus Hohenwarter, que deu inicio ao projeto no ano
de 2001 na Universidade de Salzburg, e presentemente o mesmo se localiza na Universidade
de Linz. Desde entao, sua popularidade tem crescido e é atualmente usado em 190 paises
e traduzido para 55 idiomas. Além disso, sao mais de 300000 downloads mensais e 62

Institutos Geogebra em 44 paises para dar suporte para seu uso [5].

O Geogebra tem duas ferramentas mais utilizadas: a Calculadora grafica que
permite a visualizacao e o calculo de fungoes em 2D e a Calculadora 3D. Esta tltima é um
software de Geometria dindmica que permite a criacao e visualizacao de objetos geométricos
em trés dimensoes. Com esta ferramenta, é possivel construir figuras tridimensionais

complexas e explorar suas propriedades, além de criar animacoes e simulagoes interativas.

O programa apresenta uma interface intuitiva, que permite ao usuario manipular
os objetos de forma facil e visualizar as mudangas em tempo real. O GeoGebra 3D também
possui recursos avancados, como a capacidade de realizar calculos e equagoes, que permitem

aos usuarios experimentar suas funcionalidades com diferentes variaveis e parametros.

O caso 3D é utilizado em diversas areas, incluindo Matematica, Fisica, Engenharia
e Arquitetura. Na educacao, é uma ferramenta poderosa para ensinar conceitos geométricos

de forma interativa, tornando o aprendizado mais acessivel.

2.1 Apresentando o Geogebra

No presente trabalho, utilizou-se o software Geogebra na versao 6.0.729, o qual
apresenta a possibilidade de utilizacao por meio da plataforma online ou de sua instalagao
local. Ao iniciar o referido programa, torna-se visivel a barra de ferramentas, o campo de
entrada, a janela de élgebra e a janela de visualizagao. Na descrigao da interface, também

é apresentado o procedimento para acessar a janela de visualizagao 3D.
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Figura 1 — Layout Geogebra.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 2 — Legenda.

Barra de ferramentas

A barra de ferramentas reune todas as principais ferramentas que
ser&o utilizadas durante o uso do aplicativo, como ponto, reta,
poligono, circulos, elipse, dngulos, controles deslizantes, dentre
outros. Além desses icones, ha outros que podem ser selecionados
clicando com o mouse.

Entrada
O campo de entrada é o local onde ser&o digitados os comandos.

Janela de algebra

Lugar onde séo exibidos listas, fun¢des, equagdes, coodenadas e
outros comandos digitados no campo de entrada para a construgao
dos objetos.

Janela de visualizagao
Local de visualizag&o grafica dos objetos bidimensionais construidos.

Janela de visualizagcao 3D

Local de visualizagado gréfica dos objetos tridimensionais construidos,
e integrada a janela de visualiza¢do. Ao acessar 0 menu Exibir e
clicar em Janela de visualizag&o 3D, esta janela sera projetada ao
lado das janelas ja carregadas no software.

Fonte: Elaborada pelos autores.




17

3 Defini¢oes

Neste capitulo, exploraremos as defini¢oes essenciais para o calculo de integrais
duplas no plano cartesiano R? := {(z,y)| =,y € R}. As integrais duplas sdo ferramentas
poderosas que permitem calcular a area de regioes planas delimitadas por curvas ou

superficies.

Para iniciar nossa discussao, ¢ fundamental compreender o conceito de uma regiao
R no plano R?. Uma regido R é uma parte limitada do plano que pode ser descrita através
de uma combinagao de desigualdades, como a < x <be g(zr) <y < h(x), onde a e b sdo
constantes e g(z) e h(x) sdo fungdes continuas. Essas desigualdades definem os limites de
integracao para a regiao R.

A partir da definigdo da regiao R, podemos proceder para a defini¢ao formal da
integral dupla. Seja f(z,y) uma fungao continua definida em R. A integral dupla de f

sobre a regiao R, pode ser representada por:

//Rm,y)cm,

onde dA denota um elemento de area infinitesimal em R. A integral dupla é calculada
dividindo a regiao R em pequenas sub-regioes retangulares e somando as contribuicoes
dessas sub-regioes para obter a integral completa. Matematicamente, a integral dupla pode

ser escrita como:
J[ raaa- RO SECATEYS

sendo n o numero de sub-regides retangulares utilizadas na discretizagdo do dominio, (x;, y;)

sao pontos representativos dentro de cada sub-regiao e AA; é a area de cada sub-regiao.

Ao calcular integrais duplas, é importante observar que a ordem de integracao
pode ser alterada dependendo da simplicidade das func¢oes envolvidas. Isso significa que
podemos integrar em relagao a x primeiro e depois em relagao a y, ou vice-versa. A escolha

da ordem correta pode simplificar significativamente o calculo.

No decorrer deste trabalho, exploraremos técnicas e propriedades importantes
relacionadas as integrais duplas, como a linearidade, o Teorema de Fubini e a interpretagao
geométrica da integral dupla como uma medida de area. Esses conceitos serao fundamentais

para compreender e aplicar o célculo de integrais duplas em diversos contextos.

Em resumo, neste capitulo, forneceremos as bases tedricas necesséarias para o
calculo de integrais duplas no plano R?, abrangendo as definicoes, propriedades e técnicas
relevantes. Compreender esses conceitos sera essencial para realizar calculos precisos e

interpretar corretamente as ferramentas utilizadas.



18 Capitulo 3. Defini¢éoes

3.1 FuncOes de duas variaveis reais

As fungoes de duas variaveis reais desempenham um papel fundamental na
Matematica e em diversas areas do conhecimento. Essas fungoes associam a cada par
ordenado de nimeros reais (x,y) um tnico nimero real f(z,y). Formalmente, uma fungao
de duas variaveis reais é representada por f : R? — R, onde R? denota o plano cartesiano
e R representa o conjunto dos niimeros reais. Podemos pensar nessa fun¢gao como uma
superficie tridimensional, onde o valor de f(x,y) corresponde a altura da superficie no
ponto (x,y). Ao restringir f a um conjunto limitado A C R?, chamaremos o conjunto A
de dominio de f, e sera indicado por D;. Em outras palavras, o dominio de uma funcao de
duas variaveis serd o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) para os quais a funcao
estd definida. A imagem da func¢ao é o conjunto de todos os valores reais que ela pode

assumir. O conjunto dos valores reais

Imy = {f(z,y) € R|(z,y) € Dy},

seréd usado para denotar a imagem de f. Assim como no caso das fun¢oes de uma variavel, as
fungoes de duas variaveis podem apresentar diversos comportamentos como: continuidade,
diferenciabilidade e integrabilidade. A analise dessas propriedades é fundamental para
compreender o comportamento da funcao e sua relacao com as variaveis de entrada e uma
correta avaliagao do seu grafico permite a compreensao da forma da funcao possibilitando

identificar pontos criticos, como méaximos, minimos e pontos de inflexao.

Em resumo, as fungoes de duas variaveis reais sao representacoes matematicas
que associam pares ordenados de niimeros reais a um tnico numero real. A anélise dessas
funcoes envolve a investigacao de diversas propriedades, além do estudo do dominio,
imagem, curvas de nivel e graficos, que nos permite compreender a modelagem e resolucao

de problemas em diversas dreas do conhecimento.

3.2 Integral dupla

Acima, apresentamos uma ideia genérica da estrutura e do processo de integragao.
Agora, iremos apresentar detalhadamente os resultados principais abordados neste trabalho.

Para tal, consideremos f uma funcao de duas variaveis definida no retangulo R dado por:
R=1a,b] x [c,d] = {(z,y) ER?* a <z <bec<y<d}.

Supondo f(x,y) > 0, o grafico de f é uma superficie de equacao z = f(z,y). O solido S

contido na regiao acima de R e abaixo do grafico de f é dado por:

S={(z,y,2) e R% (z,y) e R, 0 < 2z < f(z,y)}
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Uma boa aproximacao do volume total de S é:
V= Z Z f(xij7yij)AA‘
i=1 j=1
A expressao acima foi obtida dividindo o retangulo R em retangulos menores, onde:

b— d—
aeAy: c

m n

AA = AzAy, Ax =

Se fizermos m — 00, n — oo temos que
n m
V= mlrngloo z; Z; f(@ij, yij) AA.
=1 j=

Mesmo quando f nao é uma funcao positiva, podemos inserir a seguinte definicao:

Definigao: A integral dupla de f sobre o retangulo R é dada por:
// f(z,y)dA = mlqiglooz Z f(@ij, yi)) AA,
’ i=1 j=1

se esse limite existir. Quando f é uma func¢ao continua o limite acima sempre existe. Além

disso, se f(z,y) > 0, entdo o volume do sélido que fica acima do retangulo R e abaixo da

v [[ t@aa

n m

DD flay,yp)AA,

i=1 j=1

superficie z = f(z,y) é dado por:

OBSERVACAO: A soma

é chamada soma dupla de Riemann e sera usada como uma boa aproximagao para o valor

da integral dupla.

3.3 Propriedades da integral dupla

Propriedade 1. Se c for uma constante e a funcao f for integravel numa regiao fechada

R, entao cf seré integravel em R e

J[ ertemaa=c [[ ramia

Propriedade 2. Se as fungoes f e g forem integraveis numa regiao fechada R, entao a

funcao f + g seré integravel em R e

/L[f(x,y)+g($,y)]dA://};f(l‘,y)dA—l—//Rg(x’y)dA.
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Propriedade 3. Se as fungoes f e g forem integraveis na regiao fechada R e, além disso,

f(x,y) > g(x,y) para todo (z,y) em R, entdo

/ fxydA>// g(z,y)d

Propriedade 4. Seja a fungao f integravel numa regiao fechada R e suponha que m e M
sejam dois nimeros tais que m < f(x,y) < M para todo (z,y) em R. Entao, se A for a

medida da area da regiao R,
mA < / f(z,y)dA < MA.
R

Propriedade 5. Suponha que a funcao f seja continua numa regiao fechada R e que R
seja composta de duas sub-regioes R, e Ry que nao tém pontos em comum em seu interior

(int(Ry) Nint(Ry) = 0), com excecdo de pontos em partes de suas fronteiras. Entéo,

//Rf<:c,y)dA_/le(x,y)dA+/sz(x,wdA

Para obtencao da demonstracao e detalhamentos mais aprofundados de tais propriedades,

consultar as referéncias |6, 7|.
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4 Principais resultados utilizados

Neste capitulo serao abordados os principais resultados utilizados para resolucao
de exemplos e problemas apresentados nas segoes posteriores, os quais discorrem sobre
integragoes em &reas retangulares e nao retangulares que exigem resultados especificos

para o seu calculo. Daremos inicio ao capitulo falando sobre o Teorema de Fubini.

4.1 Teorema de Fubini

Formalmente, o Teorema de Fubini estabelece condi¢oes sob as quais é possivel
calcular a integral de uma funcao de varias variaveis através de uma série de integragoes
unidimensionais. Ele afirma que, se uma fungao for continua (ou integrével) em um
retangulo fechado e a integral nessa regiao for finita, entao o intervalo de integracao pode

ser trocado.

Teorema de Fubini: Seja f : R C R? — R uma funcao continua definida no retangulo

R=la,b] x [c,d] = {(z,y) e R} a<x<bc<y<d}

//Rf(a:,y)dA = //Rf(x,y)dxdy < +o00,
J[ eaaa= [ [ swa) =[] s av.

Em resumo, o Teorema de Fubini é uma importante ferramenta matematica que

onde

entao,

permite trocar a ordem de integracao em integrais duplas, simplificando o célculo dessas

integrais e facilitando a resolucao de problemas em diversas areas da matemaética.

4.2 Determinacao do volume entre duas superficies

Para determinarmos o volume de uma regiao solida localizada acima de uma
regiao plana R e entre duas superficies z = zy(z,y) ¢ 2z = 29(z, y), com z1(z,y) < 22(x,y)
para todo par (z,y) em R, devemos subtrair o volume abaixo de z = z;(x,y) do volume

abaixo de z = z(x,y), isto é:

- / / 202, y) — 21 (, Y)dA.

Podemos também representar esse volume da seguinte forma:

V= //(zsup — Zins)dA,
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onde zg,, = 22(x,y) representa a superficie do topo e z;,r = 21(z,y) representa a base do

solido.

4.3 Coordenadas Polares para determinacao do volume

As coordenadas polares sao um sistema de coordenadas bidimensional usado para
descrever a posicao de um ponto em um plano. Em vez de usar os eixos cartesianos
tradicionais (x,y), as coordenadas polares usam um sistema baseado em um angulo e
uma distancia radial. A representacao de um ponto no sistema de coordenadas polares é
feita pelo par ordenado (r,#), onde r é a distancia radial e §# é o angulo. Para converter

coordenadas polares em coordenadas cartesianas, podemos usar as seguintes féormulas:
x =rcos(f) e y = rsin(6).

Deste modo, o volume V' do s6lido delimitado pela regiao R, satisfazendo as desigualdades

a <0< pB,r0) <r <ryf) e, acima pela superficie z = f(z,y) = f(rcosf,rsinf) é

/ / h zrdrdf,

onde 1, € Tegr 820 Tespectivamente o raio interior e o raio exterior da regiao.

dado por:

Em sintese, as coordenadas polares oferecem uma maneira alternativa de descrever
pontos em um plano utilizando um angulo e uma distancia radial em relacao a uma origem
de referéncia, permitindo uma representacao conveniente em problemas onde a simetria

circular é relevante.

4.4 Determinacao do centroide de uma regido plana R

O centroide é um ponto que representa o "centro de gravidade" de uma regiao
plana. Ele é utilizado para calcular diversas propriedades fisicas e padroes da regiao, como
o momento de inércia, o centro de massa e o equilibrio de objetos. Desta forma, define-se

a massa de uma lamina pela formula:

m=[[ otwpaa [ am.

onde p(z,y) é a densidade da lamina (em unidades de massa por area) no ponto (x,y). As

coordenadas ¥ e y, do centroide, ou centro de massa, da lamina se definem como:

T = %//xp(x,y)dz‘l, y= %//y/)(%y)dfl

Usando o fato de que dm = pdA, temos:

1 1
‘:—//wdm,y:—//ydm.
m m
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Através do célculo da integral dupla pode-se resolver problemas envolvendo o centro de

gravidade de diversas figuras, podendo seu uso ser evidenciado em varias areas como fisica,
engenharia entre outras.
Para obtencao da demonstracao e mais detalhes sobre os assuntos abordados,

consultar as referéncias [8,9].



5 Integrais duplas no Geogebra 3D

5.1 Construcdo de integrais duplas utilizando o GeoGebra

Visando obter uma visualizagao mais clara do célculo de integrais duplas utilizando
a ferramenta Geogebra, empregaremos como exemplo a fungao f(x,y) = sen(z)+2 definida

sobre a regido retangular de integracdo R = [0, 4] x [0, 3], tendo como resultado a resolucao

3 4
/ / sen(x) + 2 dxdy .
0 Jo

Para dar inicio a construcao, seguiremos os seguintes passos:

da integral abaixo:

1° Passo: Insira os controles deslizantes a, b, ¢ e d com variacao de 0 a 10 e incremento 1;
2° Passo: Fixe a = 0,0 =4,c= 0 e d = 3, pois estes serao os valores que delimitarao a
regiao retangular;

3° Passo: Insira um controle deslizante "h" para ajuste da discretizacao, onde "h" é um
numero com limite inferior de 1 e superior tendendo ao infinito. Para uma aproximagao
mais precisa, definiremos o limite superior igual a 60;

4° Passo: Com o intuito de saber o comprimento e a largura dos poligonos da base, insira

em campos de entrada diferentes as seguintes expressoes:

b—a d—c

Az — Ay =
A )

Conforme apresentado na imagem abaixo.

Figura 3 — Az e Ay.

€ GeoGebra Clasic - o
Vo <l Al . —
A e D l’ B e A @ LN e f Q=
o a=0 ™ @ ZN
0@ 0 ®
b= :
o) H
0 ® 0o ®
0 ;
@)
0@ 0 ®
a=3 :
o) H
0 Y 0 ®
1 :
e :
2 0 ®

Q =Y
Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

5° Passo: Procederemos agora a construgao da base retangular. Para tanto, atribua o

nome "listaab" ao comando e insira na area de entrada a expressao a seguir:
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Sequéncia(Expressao, Variavel, Valor inicial, Valor final) |

No referido comando, substitua a palavra "expressao" por (a+iAz,c), enquanto a variavel
sera representada por ¢, o "valor inicial" sera igual a 0 e o "valor final" sera definido
como h. Cumpre salientar que a expressao em questao corresponde a uma coordenada que
depende de uma variavel, sendo esta ultima representada pelo vetor unitario "i", o qual se
modifica conforme o valor inicial e o final, definidos na expressao. Ao final do processo, o

comando deveréd apresentar a seguinte forma:

Figura 4 — Lista ab.

- 8 x
IS o o e - —
.A///ﬂ@'\:)é.\i‘%’ =) Q=
a=0 . — -
O E @ =N
(S 10 ¢ :
b= H
@)
0 — e 10 (® ¥
c=0 H 4 e
@)
(S 10 ® !
5
d=3 H
o H
0 ' 10 ® 2 .
h=5 H 1
o 1 el 60 (2) 2 4
e e e o &
b 3 2 0 1 2 3 4 5
_b=a 4
A= 1 Ry
'
08 4 . 4
2 ’ZY
d-c
Ay =5 3 4
056 *
-
listaab = Sequéncia((a +i Ax,c),i,1,h) H * &
€] =
— {(0:8.0). (1.6, 0). (24, 0), (32,0). (4, 0)} & &
+ ¥ Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

6° Passo: Além de "listaab", faz-se necessario empregar um comando para a construgao
de pontos no eixo das ordenadas, o qual recebera a denominagao de "listacd". Para este
comando utilizar-se-4 a mesma estrutura do anterior, contudo na "expressao" sera usado

(a,c+ iAy). O comando final apresentara a seguinte forma:

Figura 5 — Lista cd.

€7 GeoGebra Classic

- a8 x
Reé 2004 N =+ oc Q=
Wo = : N : @ D#EsroDes :
Yo ° JUNCE
s
-0 :
o) H
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d=3 H
: 3
© 0 ° 10 ®
2
h=5 :
© 1 60 ® 4
b-a : s
A=y o IhdaE JERaY REaY)
08 a +
Ay = d;‘ : -2
0.6 B
2
® listaab = Sequéncia((a+i Ax,c), i,0,h) H t
= {(0. 0), (08, 0). (16, 0). (2.4, 0), (3.2, 0), (4. 0)} ® : Q
® listacd = Sequéncia((a.c+i Ay),i,0,h) H Q Q
= {(0.0), (0. 06). (0, 1.2), (0. 1.8), (0, 2.4), (0. 3)} . i Q

Fonte: Elaborada pelos autores.
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7° Passo: Com a disposicao dos pontos nos eixos x e y, serao criados pontos paralelos aos
anteriormente construidos, resultando na formacao de um novo lado na regiao em questao.
Este comando serd nomeado como "listadc" e seguird a mesma estrutura dos comandos
anteriores, sendo que o valor da "expressao" sera alterado para (b, c + iAy), conforme

apresentado a seguir:

Figura 6 — Lista dc.

€2 GeoGebra Classic =

o x
TR . 2l A . . —
R r e b d@LN P Sc Q=
Wo = : & | @ H#Eag>Dcs :
o0 10 ® T
d=3 :
o H
0 ') 0 ® p’
h=5 H
O ) o0 ® 3 °
L]
: 2
A b;a H :
'
08 a 3
d-c i o Tt Y
ay =%
~06 a8
® listaab = Sequéncia((a+ i Ax,c), i, 0,h) H =
= {(0,0), (0.8, 0), (16, 0), (2.4, 0), (3.2, 0), (4, 0)} 13-
@ 't Sequéncia((a.c +i Ay),i, 0,h) H 53
= {(0. 0, (0. 0.6), (0. 1.2), (0, 1.8). (0, 2.4), (0. 3)}
s
listadc = Sequéncia((b,c +i Ay),i.0,h) : Q Q
-
= {(4,0), (4, 06), (4 1.2), (4, 1.8), (4, 24), (4. 3)} . Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

8° Passo: A fim de completar o ultimo lado da area em questao, sera atribuido & expressao
o valor (a + iAz,d) e este comando recebera a denominagao "listaba'". Como resultado,

teremos o seguinte:

Figura 7 — Lista ba.

X
AL e D "l" e oA @ LN P Q =
DA A ' H#eaagdcs : =2
U ™) wow . 6
h=5 : s
© 1 —g 60 ®
_b-a
A= @ e o o o @
08 B > °
. ‘s °
Ay:d;c : + .
> °

listaab = Sequéncia((a + i Ax,c),i,0,h)

= {(0.0), (08, 0), (16, 0), (24, 0), (32, 0), (4, 0)}

listacd = Sequéncia((a, ¢ +i Ay),i,0.h)

= {(0,0), (0,06), (0,1.2), (0, 1.8), (0, 24), (0, 3)} -3

listade = Sequéncia((b, ¢ +i Ay),1.0,h)

= {(4.0), (4, 06), (4 1.2), (4. 1.8), (4, 24), (4, 3)} 1.3
listaba = Sequéncia((a—+i Ax,d),i,0,h) : Q SN

= {(0.3), (08, 3), (16, 3), (24, 3), (32, 3), (4, 3)} Q

.

Fonte: Elaborada pelos autores.

9° Passo: ApoOs a geracao de todos os pontos necessérios, estes serao conectados por
meio de segmentos. Os primeiros segmentos a serem construidos serao os horizontais, cujo
comando seré identificado pelo nome "seghorizontal'. Para tal tarefa, empregaremos

comandos integrados, conforme ilustrado a seguir:
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Figura 8 — Seghorizontal.

€7 GeoGebra Classic - =} X
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A B N
b—a
Ax = h
08 ]
d—c .
ay =
06 ]
® listaab = Sequéncia((a +i Ax,c),i,0,h) :
= {(0,0), (08, 0), (1.6, 0), (2.4, 0), (32, 0), (4, 0)}
® listacd = Sequéncia((a.c+ i Ay),i,0,h)
= {(0,0), (0, 0.6), (0, 1.2), (0, 1.8), (0, 2.4), (0, 3)}
@ | = Sequéncia((b, ¢ + i Ay), 1.0, h)
= {(4,0), (4, 06), (4 1.2), (4,1.8), (4, 2.4), (4,3)}
® listaba = Sequéncia((a +i Ax,d),i,0,h)
= {(0.3). (0.8, 3), (16, 3). (2.4, 3), (32, 3), (4, 3)}
® Seghorizontal = Sequéncia(Segmento(Elemento(istacd, ), Elemento(lstadc, i)}, i, 1,h + 1)

= {4.4,4,4,4,4

Fonte: Elaborada pelos autores.

Esta sera a visualizagao obtida nas janelas:

Figura 9 — Seghorizontal 3D.
7 GeoGebra Classic - a x
gl i\) Ll‘/ o $ @ & N omsc P Q =
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Neste passo, utilizamos o comando:

Sequéncia(Expressao, Variavel, Valor inicial, Valor final)

Y

onde a "expressao" serda uma integragao dos comandos "Segmento" e "Elemento". O

comando "Segmento" é definido por

Segmento(Ponto, Ponto)|,

em que cada ponto é um "elemento". O comando "Elemento", por sua vez, é dado por:

Elemento(Lista, Posi¢cao do Elemento)|.
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Este ultimo comando ira utilizar a lista de pontos "listacd" para gerar segmentos que
serao conectados a lista de pontos "listadc".

10° Passo: O comando subsequente recebera a denominacao de "segvertical" e utilizara
os mesmos comandos empregados anteriormente. Entretanto, em vez de utilizar "1istacd"
e "listadc", serao utilizadas as listas "listaab" e "listaba", respectivamente. O co-

mando resultante serd o seguinte:

Figura 10 — Segvertical.

€2 GeoGebra Classic - =] X
Be L >oo4sN = Q=
- L ]

o
B

listaab = Sequéncia((a +i Ax,c),i,0,h)

= {(0,0), (0.8, 0), (16, 0), (2.4, 0). (3.2, 0), (4, 0)}

listacd = Sequéncia((a.c +i Ay),i,0,h)

= {(0.0), (0, 06), (0. 12), (0. 1.8), (0, 24), (0, 3)}

listade = Sequéncia((b, c +i Ay), i.0,h)

= ((4,0), (4,06), (4, 12), (4. 18), (4, 24), (4 3)}

listaba = Sequéncia((a +i Ax,d), 0, h)

= (0. 3), (08, 3), (16, 3), (24, 3), (32, 3), (4, 3)}

Seghorizontal = Sequéncia(Segmento(Elemento(listacd, ), Elemento(listadc, i)),i.1,h + 1)

= {444,444

Segvertical = Sequéncia(Segmento(Elemento(listaab, i), istaba, i)),1.1,h + 1)

={33.3333 .

Fonte: Elaborada pelos autores.

Esta sera a visualizacao obtida nas janelas:

Figura 11 — Segvertical 3D.
€2 GeoGebra Classic
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A Hiecs : = H#aodcs : =

1.3

-2
DS Q
Q e

5

Fonte: Elaborada pelos autores.

11° Passo: Apods a construcao da area retangular, é necessario determinar as intersecoes
entre os segmentos verticais e horizontais para o controle da mesma. Este comando seré

designado como "pontos" e assumira a seguinte forma na janela de algebra:
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Figura 12 — Pontos.
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listaab = Sequéncia((a+ i Ax,c),i,0,h)

@
— {(0,0), (08, 0), (16, 0), (2.4, 0), (3.2, 0), (4, 0)}

® listacd = Sequéncia((a.c + i Ay),i,0,h)
— {(0,0), (0, 0.6), (0, 1.2), (0, 1.8), (0, 24), (0, 3)}

° listade = Sequéncia((b, ¢ + i Ay),i,0,h)
— {(4.0), (4,06), (4,1.2), (4.1.8), (4, 24), (4 3)}

® listaba = Sequéncia((a+ i Ax,d), ,0,h)
— {(0,3), (08, 3), (16, 3), (2.4, 3), (32, 3), (4, 3)}

® Seghorizontal = Sequéncia(Segmento(Elemento(listacd, i), Elemento(listadc, 1)), i, 1,h + 1)
— (4,4, 4,4,4,4)

® Segvertical = Sequéncia(Segmento(Elemento(listaab, i), Elemento(listaba, )}, i. 1, h + 1)
—{3.3.3,3,3,3)

® pontos = Sequéncia(Sequéncia(lntersegio( rtical, j), Elemento( izontal, )),j.1,h+1),i,1,h +1)

— {{(0, 0). (08, 0). (16,0), (2.4, 0), (32, 0). (4, 0)}, {(0, 0.6). (08, 06), (L6, 0.6), (2.4, 0.6), (32, 06), (4, 0.6)}, {(0, 1.2), (0.8, 12), (16, 1.2), (24, 1.2), (32, 12), (4, 12)}, {(0. 18) _

>

Fonte: Elaborada pelos autores.

O comando "sequéncia" sera empregado duas vezes, visto que serd gerada uma
sequéncia de pontos em toda a area, de forma que, se utilizadssemos apenas uma vez,
obteriamos uma sequéncia de pontos na diagonal. O comando "interse¢cao" seré expresso

por:

Intersegao(Objeto, Objeto)|,

no qual os objetos serao elementos e, no comando "elemento", serao utilizadas as listas

"Segvertical" e "Seghorizontal'. As posi¢oes dos elementos serao os vetores unitérios

nn nin

i" e "j". Os demais comandos seguirao os passos anteriores. A representagao grafica

resultante serd a seguinte:

Figura 13 — Pontos 3D.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

12° Passo: Nesta etapa, serd construida a base que representa a regiao retangular em

questao. Esse comando serda denominado "base" e serd composto por:
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Figura 14 — Base.
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= {(0. 0), (0.8, 0), (1.6, 0), (2.4, 0), (3.2, 0), (4, 0)}
listacd = Sequéncia((a.c+i Ay),i,0,h)

— {(0.0), (0, 06), (0, 1.2), (0, 1.8), (0, 2.4), (0, 3)}

listade = Sequéncia((b, ¢ +i Ay), i.0,h)

O
— {(4.0), (4, 06), (4, 1.2), (4, 18), (4, 24), (4, 3)}
o listaba = Sequéncia((a+i Ax,d), 0, h)
— ((0.3), (08, 3), (16, 3), (24, 3). (32, 3), (4. 3))
o Seghorizontal = Sequéncia(Segmento(Elemento(istacd, ), Elemento(listadc, i)),i.1,h + 1)
— {4.4,4.4,.4,4)
Segvertical = Sequéncia( to(Elemento(lstaab, i), istaba, i)),1.1,h + 1)
O
- 1333333
o pontos = Sequéncia(Sequéncia(Intersegdo tical, j), Elemento( i ).J.Lh+1),i,1,h+1)

— {{(0. 0). (0.8, 0). (16, 0), (2.4, 0), (3:2, 0). (4, 0)}. {(0. 0.6). (0.8, 0.6). (1.6, 0.6), (2.4, 0.6). (3.2, 0.6). (4. 0.6)}, {(0. 1.2). (0.8, 1.2), (16, 1.2), (2.4, 1.2), (32, 1.2)

base = Sequénci ncia(Pol igono i,J), Elemento(pontos, i,  + 1), Elemento(pontos, i + 1, + 1), Elemento(pontos, i + 1,)),j,1,h), i, 1,h)

— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.4, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}

Fonte: Elaborada pelos autores.

O comando "poligono" ¢é definido por meio de:

Poligono(Ponto, Ponto, Ponto,...)

em que o numero de pontos necessérios para formar o poligono pode variar. No presente

caso, utilizamos quatro pontos, cada um deles definido por meio de um elemento composto

pelo comando:

Elemento(Lista, Indice 1, Indice 2, ...)

onde a lista utilizada "pontos", foi criada anteriormente. A representacao

da seguinte forma:

Figura 15 — Base 3D.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

i

(4.1.2)}, {(0. 1.8)

s5cQ
AQDCH

na janela, sera

g
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13° Passo: Apos a conclusao da construcao da base, procederemos com a criacao de

pontos aleatorios na regiao retangular. Esta instrugao sera designada como "pontosaleat"

e consistird em:

Figura 16 — Pontosaleat.

Bl 74> OO LN = Se Q=

Wo = : e

listade = Sequéncia((b, c +i Ay), .0, h)
@)

— {(4.0), (4. 06). (4, 1.2). (4, 1.8), (4, 2.4), (4. 3)}

listaba = Sequéncia((a +i Ax,d),i,0,h)

@)

— {(0.3), (08, 3), (16, 3), (24, 3), (32, 3), (4. 3)}

= Sequéncia(Segmento( i), ),i.1,h+1)

@)

— {4.4,4,4,4,8

Segvertical = Sequéncial’ tof( i), istaba, 1)), i.1,h + 1)
@)

—{3.3,3,3,3,3}

pontos = ncia éncia( 3 rtical, j), i L1)).0.1,h+1),i,1,h +1)
@)

— {{(0, 0), (0.8, 0), (L6, 0), (24, 0). (32, 0), (4, 0)}, {(0. 0.6), (08, 0.6). (16, 0.6), (2.4, 0.6), (3.2, 0.6), (4, 06)}, {(0, 1.2), (0.8, 1.2), (1.6, 1.2), (24, 1.2), (32, 1.2), (4, 1.2)}, {(0, 1.8),

® base = Sequéncia(’ @ Pol i i,j), Elemento(pontos, i, j + 1) i+1j+1). i+1,0)),0,1,h),i,1,h)

— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.4}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}

® pontosaleat = Sequéncia (Sequéncm((a + % Akt % random(), c + % +idy+ % var\dom()),i, 0,h— 1) ,0.0,h— 1)

— {((0.46, 0.37), (134, 0.35), (2.19, 0.42), (3.04, 0.3), (3.60, 0.37)}, {(0.47, 1.04), (1.24, 0.93), (2,07, 0.94), (3.02, 1.02), (3.76, L.07)}, {(0.53, 1.55), (1.32, 1.61), (2.22, 156), (2.91, 1.65

»

Fonte: Elaborada pelos autores.

Integrado ao comando sequéncia utilizaremos comandos referentes aos eixos x e y.

O que concede a aleatoriedade do ponto é o comando "random" definido por

Random()

que gera um nimero aleatorio entre 0 e 1. A expressao empregada tem como propoésito
delimitar a area onde o ponto aleatério sera alocado. A ilustracao grafica correspondente

seré apresentada na imagem subsequente:

Figura 17 — Pontosaleat 3D.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

14° Passo: Introduza no campo de entrada a funcao na qual calcularemos a integral dupla.
Da seguinte forma:
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Figura 18 — Funcao f.
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(]

—1{3.3.3.3,3.3
o pontos = Sequénci: énci 5 ical,j), Elemento i 0),0.1,h+1),i,1,h+1)

— (0, 0). (08. 0), (16. 0), (24, 0), (3.2, 0). (4, O)}, {(0. 0.6). (08, 0.6). (L6, 0.6), (24, 0.6), (3.2, 0.6). (4, 0.6)}, {(0, 12), (0.8, 1.2), (16, 1.2), (24, 12), (32 1.2). (4, 1.2)}. {(0. 18)
® base = Sequénci ncia(Pol g i,), Elemento(pontos, i, j + 1), Elemento(pontos, i + 1, + 1), Elemento(pontos, i + 1,j)),j,1,h), i, 1,h)

— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}

® pontosaleat = Sequéncia (Sequéncia((a + % +iAx+ % random(), ¢ + % +idy+ % random()),\,l},h - 1),j,0, h— 1)

— {{(0.46, 0.37), (1.34, 0.35). (2.19, 0.42), (3.04, 0.3), (3.69, 0.37)}, {(0.47, 1.04), (1.24, 0.93). (2,07, 0.94), (3.02, 1.02), (3.76. 1.07)}. {(0.53, 1.55), (1.32, 1.61), (2.22, 1.56), (2.91, 1.65

O flxy) = sen(x)+2

Fonte: Elaborada pelos autores.

Isso resultara o grafico da funcao de duas variaveis na janela de visualizagao 3D,

conforme exemplificado na imagem subsequente:

Figura 19 — Funcao f 3D.

€2 GeoGebra Classic

B]d ~ > PB®Ah @ LN g oc Q=
5 ECS =N
£ of o © ° °
” ° ° e ° [J
° ° ° ° o
i B E R o[ ©
° ° L4 o ©
T L.
S Q Q
Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

15° Passo: A partir do passo anterior, procederemos a delimitagao da fungao f(x,y) na

regiao demarcada. Para isso, insira no campo de entrada a expressao "g(z,y) =" e utilize
o comando:

Se(Condigao, Entao)

Na expressao "Condicao", digite "a < z < bAc <y < d". Ja na expressao "Entao",

coloque "f(z,y)". O comando completo tera a seguinte forma:
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Figura 20 — Fungao g.
€2 GeoGebra Classic
PSS ol )IPANIEIR o5 Q=
- : 3
5 S
— {(0, 3), (08, 3), (1.6, 3), (2.4, 3), (32, 3), (4, 3)}

o Seghorizontal = Sequéncia(Segmento(Elemento(listacd, i), Elemento(listadc, 1)), 1, 1,h + 1)

— {444,444

o Segvertical = Sequéncia(Segmento(Elemento(listaab, ), Elemento(listaba, 1)), i. 1, h + 1)

—{3.3.3,3,3.3}

o pontos = Sequénci: énci = tical, j), Elemento(’ i 00,0 1,h+1),i,1,h +1)

— {{(0, 0), (0.8, 0), (1.6, 0), (2.4, 0), (3.2, 0), (4, 0)}, {(0. 0.6), (0.8, 0.6), (L6, 0.6), (2.4, 0.6), (3.2, 0.6), (4, 0.6)}, {(0, 1.2), (0.8, 1.2), (1.6, 1.2), (2.4, 1.2), (3.2, 1.2), (4, L.2)}, {(0, L.8)

® base = Sequéncia(Sequéncia(Pol igono( i,3), Elemento(pontos, i,  + 1), Elemento(pontos, i + 1,j + 1), Elemento(pontos, i + 1,j)),J, 1, h), i, 1, h)

— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}

A A A
° pontosaleat = Sequéncia (Sequéncia((a + 7* TiAx+ % random(),c + 7" TiAy+ Ty vandam()), i,0h— 1) 13 0,h— 1)

— {{(0.46, 0.37), (134, 0.35), (2.19, 0.42), (3.04, 0.3), (3.60, 0.37)}, {(0.47, 1.04), (1.24, 0.93), (2.07, 0.94), (3.02, 1.02), (3.76, 1.O7)}, {(0.53, 1.55), (1.32, 1.61), (2.22, 1.56), (2.91, 1.65

O flxy) = sen(x)+2

g0xy) = Se(a <x<bAc<y<df(xy))

. Se(0<x<4A0<y<3,sen(x)+2)

Fonte: Elaborada pelos autores.

Isso resultara na delimitagao de uma sub-regiao da funcao na area de interesse,
conforme ilustrado na imagem que segue:

Figura 21 — Funcao g 3D.

7 GeoGebra Classic - a X
Rl P e h @4 N Sc Q=
5 @ N
N of ©| o ° o
A ° Y e Y [J
| © of © °
o . - = o] ©
° ° ° o e
T *
% Q Q
Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

16° Passo: Nesta etapa, seré realizada a constru¢ao de uma matriz mediante a utilizacao
dos pontos aleatérios gerados previamente. A inclusao dessa instrucao nao produzira

alteragoes nas janelas de visualizagao, conforme demonstrado na imagem abaixo:
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Figura 22 — Matriz.

2 GeoGebra Classic

DS SNl <IPANIEIES oc Q=
I N HEecs : = DiagDcs :
O e = s ’

—1{3.3.3.3,3,3

pontos = Sequéncia(Sequéncia(lntersdo(

(0]

of © [
— (0, 0). (08, 0), (16. 0), (24, 0), (32,0 o 9
) o of o o ©
® base = Sequéncia(Sequéncia(PoligonoFle. 2
O
— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, L] © L4 o]
. Jo e | o o ©
pontosaleat = Sequ@nc\a(Sequéncia('a—
@ { ° ° . o ©
— (((0.46, 0.37), (1.34, . 0.42),
{(0.46. 0.37), (1.34, 0.35), (2.19, 0.42), ( . - - - +

O flxy) = sen()+2

glcy) = Se(a<x<bAc<y<dfiy)

. Se(0<x<4A0<y<3,sen(x)+2)

matriz = g(pontosaleat)

244 297 281 21 148 " *
245 295 288 212 142 T

251 297 28 223 134
25 296 289 223 153
258 296 29 233 134

- Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

Este comando criard uma matriz que determinard a distancia de cada ponto
aleatorio até o recorte da funcao estudada.

17° Passo: Neste momento, procederemos a criagao de prismas na regiao retangular. O

comando utilizado para esta agao serd o "prisma", o qual ser4 composto por:

Prisma(Ponto, Ponto)

sendo que cada ponto sera um elemento. Cada elemento sera descrito por uma "Lista" e
dois indices, conforme o comando:

Elemento(Lista, Indice 1, Indice 2)

A primeira lista serd denominada "base", enquanto o indice 1 sera identificado como "i"
e o indice 2 sera identificado como "j". A segunda lista serd denominada "matriz". O

comando completo para criacao do prisma sera:

Figura 23 — Prismas.

2 GeoGebra Classic

- 8 x
DS SNl <IPANIEIES oc Q=
Bl A% ¢ =N
o pontos = Sequencia(sequencia( ruical, ), clement Dl LN+ L), L0+ 1) —
— {{(0, 0). (08, 0), (16, 0), (24, 0), (32, 0). (4, 0)}, {(0. 0.6). (0.8, 0.6), (1.6, 0.6), (2.4, 0.6), (3.2, 0.6), (4 06)}, {(0, 1.2). (0.8, 1.2), (16, 1.2), (24, 1.2), (32, 1.2). (4, 12)}, {(0, 1.8)
® base = @ éncia(Pol igono(| i,j), Elemento(pontos, i, j + 1), Elemento(pontos, i + 1, + 1), Elemento(pontos, i + 1,j)),j,1,h),i,1,h)
— {{0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}
® pontosaleat = Sequénc\a(Sequéncia((a+%4»'\ Ax+% mndom(),u%ﬂ'Aw% random()),\,o.h71),1’,0,}\—1)

— {{(0.46, 0.37), (1.34, 0.35), (2.19, 0.42), (3.04, 0.3), (3.69, 0.37)}, {(0.47, 1.04), (1.24, 0.93), (2.07, 0.94), (3.02, 1.02), (3.76, 1.07)}, {(0.53, 1.55), (1.32, 1.61), (2.2, 1.56), (2.91, 1.65
O flxy) = sen()+2

g(xy) = Se(a Sx<bAc<y<dflxy)
. Se(0 <x<AA0<y<3,sen(x)+2)

matriz = g(pontosaleat)
244 297 281 21 148
245 295 288 212 142
— | 251 207 28 223 134

25 296 289 223 153
258 296 29 233 134

® Prismas = énci énci ij), iz,1,1)),J 1,h),i, 1, h)
— {{1.17, 1.43, 1.35, 1.01, 0.71}, {118, 1.41, 1.38, 1.02, 0.68}, {1.2, 143, 1.34, 1.07, 0.64}, {1.2, 1.42, 1.39, 1.07, 0.73}, {1.24, 1.42, 1.30, 1.12, 0.65}}

Fonte: Elaborada pelos autores.
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A exibicao grafica nas janelas de visualizacao apresentar-se-a conforme segue:

Figura 24 — Prismas 3D.

© GeoGebra Clasic p——
Bl X D>dBed @& N m b Sc Q =
HEecs : = D#EaoDcw :
el e ol ® °
o o ©| e
i o o o o
e *[ o o
ol ®| o[ o[ o
*
s 5 =
3 Q Q
Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

18° Passo: Para o calculo da integral abaixo da area delimitada pela funcao, é necessario
obter os valores Az, Ay e o somatério das alturas de todos os prismas. Para realizar
o calculo da soma das alturas, sera utilizado o comando denominado "somaaleat" que

consiste em:

Soma(Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final)

No campo expressao serd inserido o comando "Sequéncia", e dentro deste ultimo, novamente
o comando "Soma" sera utilizado. O comando anterior serd a soma de uma sequéncia,
que tem como expressao a "matriz", ou seja, serd a soma das alturas de cada elemento da

area, como ilustrado na imagem a seguir:

Figura 25 — Somaaleat.

€2 GeoGebra Classic = -] X
Gla XD OO &N = S5c Q=
SV - I =N

e = o o ) e ) e
®

— ({048, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48), {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {048, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}, {0.48, 0.48, 0.48, 0.48, 0.48}}

pontosaleat = Sequéncia (Sequéncia((a + % +iAx+ % random(),c + % +iBy+ % vandom()),l, 0h— 1) L0.0,h— 1)
— {{(0.6. 0.34), (1.2, 0.44), (2.03, 0.42), (2.9, 0.42), (3.61, 0.35)}, {(0.42, 1.08), (1.25, 0.94), (2.1, 1.06), (2.89, 0.97), (3.69, 0.97)}, {(0.46, 1.52), (1.43, 1.59), (2.06, 1.64), (2.99, L.61), (
O flxy) = sen(x)+2
glx.y) = Se(a<x<bAc<y<dflxy)
— Se(0<x<4A0<y<3,sen(x)+2)
matriz = g(pontosaleat)
256 293 29 224 155
241 295 287 225 148
— | 245 299 288 215 136

26 294 278 216 145
252 294 285 23 145

Prismas = Sequéncia(Sequéncia(Prisma(Elemento(base, i, j), Elemento(matriz, i, ), j, 1,h), i, 1, h)

— {{1.23, 1.41, 1.39, 1.07, 0.74}, {1.16, 142, 1.38, 1.08, 0.71}, {1.17, 1.44, 1.38, 1.03, 0.65}, {1.25, 1.41, 1.34, 1.04, 0.69}, {1.21, 1.41, 1.37, L1, 0.7}}

Somaaleat = ( éncia( énci i.0),3,1,h)),i,1,h))

— 5004

Fonte: Elaborada pelos autores.

19° Passo: Desta forma, obtém-se o valor da integral para h = 5; no entanto, é importante

ressaltar que quanto maior o valor de A, mais preciso sera o resultado da integral. Tal
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afirmacao ¢é justificada pelo fato de que, ao aumentar o valor de h, a quantidade de prismas
na regiao também aumenta, o que resulta em uma maior discretizagao. Portanto, para

h =5, é possivel estimar o valor aproximado da integral como:

Figura 26 — Integral.

€2 GeoGebra Classic - o X
RlA D dB e dh @4 N P sc Q=
@ pontosaleat = SequéncwakSequéh = = BN
— {{(0.41, 0.31), (1.42, 0.43), (2.07, 0. h:;
O floy) = sen()+2 : (Ch
g(xy) = Se@a<x<bAc<y<if
© . Se(0<x<4A0<y<3,sen(x)- > o o o © 0
matriz = g(pontosaleat) H ; o o o o .
261 201 23 235 14 o[t ®
T e 2o 270 224 Tap s
261 299 277 225 142 o r " A "
Prisinas = Sequéncia(Sequéncial f¥rist ) T ) ) N 5
O — {{1.15, 1.43, 1.38, 1.06, 0.65}, {1.25,
Somaaleat = Soma(Sequéncia(Sona( T
integral = Ax Ay Somaaleat H "
— 28385 ® a
+ |E . % Q e
Fonte: Elaborada pelos autores.
3 4
/ / sen(z) + 2 dxdy = 28, 85.
0o Jo
Com h = 55 o valor da integral aproxima-se de:
3 4
/ / sen(x) + 2 dexdy = 28,93,
0o Jo
como se apresenta na imagem abaixo:
Figura 27 — Integral aproximada.
€2 GeoGebra Classic = =] X
Rla D004 N 2+ oc Q=
205 212 219 226 .’:N — BN
2,04 211 22 226 - = =

205 213 219 226 234
204 212 218 227 232
205 212 218 227 234
204 211 218 226 233
204 212 219 226 233
204 213 22 226 234
206 213 219 227 233
205 213 22 226 233
206 212 219 225 233
205 212 219 226 232
205 213 22 227 234
204 212 22 226 232
204 212 22 227 234
204 212 219 227 234
206 211 219 226 233
204 211 219 227 233
205 212 219 227 234

Prismas = Sequéncia(Sequéncia(Frist
— {{0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0
Somaaleat = Soma(Sequéncia(Soina(

— 72935

integral = Ax Ay Somaaleat

— 2803

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Ao efetuarmos o calculo da integral obteremos:

/03/0456n(:1:)+2dxdy = /03 [/04sen(x)+2dx] dy

— /0 [— cos(x)+2$]édy
_ /0 [(—cos(4) + 2 - 4) — (—cos(0) + 2 - 0)] dy

3
= / 0,653 + 8 + 1] dy
0

3
= / 9,653 dy
0

3
= 0,653y

0
(9,653 - 3) — (9,653 - 0)

28, 96.

12

Desse modo, por meio da utilizagao do software Geogebra, é possivel obter uma estimativa
precisa para o valor da integral abaixo da funcao, além de possibilitar a visualizagao do

grafico e da area integrada.

5.2 Mais exemplos de integrais duplas no Geogebra

5.2.1 Exemplo 1

Calcule a integral dupla

//R(3y —22%)dA,

se R for a regiao que consiste em todos os pontos (z,y) para os quais —1 < z < 2 e
1<y <3

Solugao algébrica: Com a = —1,b=2,c=1 e d = 3, temos que:

//R(?)y —22%)dA = /13 /_21(3y — 22%)dxdy
— /13 [/j(?)y — 2x2)dx} dy
= /13 {Syw — gws} 2_1 dy
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= /13{<3y-2—2~2§3)—<3y~(—1)—2-(_31)3)]dy

-/ 0y~ 6)dy

2 3
_ oY _
= 92 6y1
32 12
— 6. - . —6-1
<9 5 63) (9 5 6 )
= 24.

Solugao computacional

Figura 28 — Exemplo 1.1.

@ =N

a= —1 <z
<

IN A

b= 2
c=1 y< d=3

h=4
.

[ Funcao Recorte

Poligonos Malha

fxy)=3y—2 z?

3 2
/ / 3y — 2 a’dady = 24.76
1 -1

Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

Note que, com h=4 o valor da integral é de 24,76. Aumentando a discretizagao,

para h = 40 temos:

Figura 29 — Exemplo 1.2.

LiEaCch : @ D#Eagdcs:
a= —1 <z< b=2
<y<

c=1

[ Funcao Recorte

Poligonos Malha

fixy)=3y—2 22

3 2
]/3y—229dwdy:24
1 -1

Fonte: Elaborada pelos autores.

Portanto, quanto maior a discretizagao mais préoximo sera o valor da integral.
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5.2.2 Exemplo 2

1 1
Obtenha o volume do so6lido limitado pela superficie f(z,y) =4 — §a72 — ng
pelos planos © =3 e y = 2.
Solugao algébrica: Como o solido ¢ limitado pela superficie f(x,y) e pelos planos z = 3

e y =2 temos entao, a = 0,b=3,c =0 e d = 2. Assim, tem-se:

/], (4"56 _iy> // (4%x21ify2>dxdy

= /2 12—1—3 2) d
=/ gV )W
3 2
= 12y —y— —¢°
y—y 48y0
3 3
= (12.2—2— =923 12 — =0
( ) - (12:0-0- 50°)
= 24—2—%
48
= 21,5.

Solucao computacional:

Figura 30 — Exemplo 2.1.

@& N

[N

1]

b;
d=|

1]
ii

INIA
INIA

Q
1]

L
o

([ Funcao Recorte
Poligonos Malha

L s
e m

/z/akizki Pdzdy = 21.16
b Jo “ 79 16 VW=

” @
Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

Aumentando a discretizacao para h = 50, temos:
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Figura 31 — Exemplo 2.2.

S EN

B AT ST
14— 2
/DA1 § % 1 vdedy = 2148

Fonte: Elaborada pelos autores.

Com isso, observamos que refinando a discretizagao, aumentamos a precisao da

aproximacao ao valor real da integral.

5.2.3 Exemplo 3

Obtenha o valor da integral dupla / / 22 +4y>dA em que R ¢é a regido quadrada
R
de vértices (1,0) e (0,1).

Solugao algébrica: A partir das propriedades enunciadas anteriormente, sabe-se que:

// (227 + 4y*)dA = 2// (2% + 2y°)dA
R R
Assim, tem-se:

2//1%(9(:2—1—21/3)61/1 = 2

11

/ x? + 2y°)dxdy
1 gl
(2° + 2y )dx] dy

3
1'13 03

= 2 — 4271 - (=+2°-0)]|d
(5e21) = (G )
el

= 2 (§—|—2y3>dy

_ oL, L !

- T\3V Y,
1 1 1 1

= 2214+ 14)=(=. .0t
(3:1+51) - (50450)
11

= 2.l Z4+Z=
(5)
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Solucao computacional

Figura 32 — Exemplo 3.1.

W~ (e = EN
a0 | <e< o1 |
o ] <y< a1 |
h=3
(C}

[ Funcao Recorte
Poligonos Malha

-
//2x2+-1y3d1dy2198
0 Jo

Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

Quando aumentamos a discretizagao para h = 50, obtemos:

Figura 33 — Exemplo 3.2.

@& N

o
1]

a
1]
g..

INIA
INIA

U

[ Funcao Recorte

Poligonos Malha .
f(x,y)=| 2 22 +4 y3

-
//212+4y3d1¢dy:169
0 Jo

Fonte: Elaborada pelos autores.

5.2.4 Exemplo 4

Calcular a integral / / 23 4+ 3y dA onde D ¢ a regidao delimitada pelas curvas
D

y=1a%ecy=2x.
Solugao algébrica: Para encontrar os pontos de intersecao das curvas y = 2% e y = 2, re-

solvemos a equacao x2 = 2z e obtemos x = 0 e x = 2. A regido D é a regido vertical simples

D={(z,y) eR*:0<z <22’ <y<22}

Do teorema de Fubini resulta
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//D(x3+3y)dxdy = OQU x+3y)dy1dm

y=2x

[myﬂL y] dz
0

y=a?

/ —22° 4+ o* + 1227) dx
, D3

2

26, 15 12,
- .27
6" 3

0

0 I N

I

Solugao computacional

Figura 34 — Exemplo 4.1.

gt S =N
a=0 <z<p=2
c=0 <y<gd=4

h=7

@
[ Funcio [ Recorte

3
[ Poligonos Malha °
/] )

f(x,y)= 2 +3 Yy
4 p2
/ / 28 + 3 ydzdy = 10.62 *
0 Jo " @
Q Q
. -
@2
Fonte: Elaborada pelos autores.
Quando a discretizacao é aumentada para 50, obteremos:
Figura 35 — Exemplo 4.2.
ot @ 2N
a=0 <z<p=2
c=0 <y<d=4
h=50
—

[ Funcao  [] Recorte
Poligonos Malha

f(x,y)= 2 +3 Yy

4 2
/ / 2%+ 3 ydady = 8.55
0 Jo Ps

Fonte: Elaborada pelos autores.
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6 Aplicacoes

Neste capitulo, exploraremos as aplicacoes mais avancadas das integrais duplas
e como podemos estendé-las para calcular areas em dominios mais complexos. Veremos
como essas integrais podem ser usadas para encontrar o volume de regioes entre curvas,

como curvas paramétricas e formas nao convencionais.

Ao longo deste capitulo, apresentaremos exemplos concretos e praticos para
desenvolver uma compreensao dessas aplicagoes sélidas mais avancadas das integrais
duplas. Essas técnicas sao fundamentais para diversos campos cientificos e tecnolodgicos,
como Fisica, Engenharia, Ciéncias da computacao e Economia. Portanto, dominar esses
conceitos é essencial para aqueles que desejam explorar e aplicar a Matemética em areas

mais complexas e nao retangulares.

PROBLEMA 1

Determine o volume de um solido delimitado pelos planos z = 6 e z = 2y e pelos cilindros
parabolicos y = 2% e y = 2 — 2°.

Solucgao algébrica: Vamos inicialmente determinar a regiao R do plano xy delimitada
pelas parabolas y = 22 e y = 2 — 2. Fazendo 22 = 2 — 2%, temos x* = £1. Logo, as

parabolas se intersectam nos pontos (-1,1) e (1,1), como na imagem abaixo:

Figura 36 — Regiao R.

LY

N A
[ 4 0 1\

Fonte: Elaborada pelos autores.

O volume V do s6lido é dado por:

vo— / / (2oup — s )dA
iy
oo
= 2 [ {[o- - -] - 60 o)
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1
= 2/ (8 — 82?)dx
0
1
= 16/ (1 —2%)dx
0

371
= 16{x—x—]
3 0

10, 7.

1%

Solugao computacional

Figura 37 — Solucao problema 1.

[Druncio [ Recorte
Poligonos Malha

Fonte: Elaborada pelos autores.

Neste problema foi definida a area de integragao com base nas intersecoes das
fungoes e no valor maximo e minimo das mesmas. Apos definida esta area, utiliza-se o

comando:

Se(Condicao, Entao, Senao)

No presente caso, na expressao "Condicao" os limites de integracao c e d foram substituidos
pelas fungoes quadraticas criadas. A partir disso, foram construidos poligonos na regiao
delimitada. Para este problema foi encontrado o valor aproximado de 10,65 unidades de
volume, utilizando uma discretizacao de h = 30.

PROBLEMA 2: Em uma esfera com centro na origem e raio 2 faz-se um orificio cilindrico
de raio 1 tangente a um didmetro da esfera. Encontre o volume do material removido, isto
é, o volume da regiao solida interior & esfera e ao cilindro.

Solucao algébrica: A equacao da esfera é dada por 22 4+ y? + 22 = 4 e a do cilindro por

(r — 1)2 +y? = 1, conforme a figura abaixo:
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Figura 38 — Representacao problema 2.

Ly

_‘.’HI

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para determinar o volume devemos integrar a fungao f(x,y) = /4 — 2% — y?
sobre a regiao R delimitada pelo circulo de centro (1,0) e raio 1. O volume procurado é o

dobro do volume acima do plano xy, ou seja:
V:2/ V4 —2? —y2dA.

O resultado dessa integral dupla sera obtido com uso de coordenadas polares. A equacao
polar do circulo descrito acima é dada por r = 2cosf) e a regiao R é determinada pelas

desigualdades:

0<r<2c080,—— <0<

bo|
ro |

Devido a simetria do sélido, integraremos apenas sobre a metade superior de R. Assim,
w/2  p2cosb
vV = 4/ / V4 —r2rdrdd
0 0
w/2 1 2cos0
Y R T
0 3 0

/2
= % (1 - sen39) do.
0

7T/2 2
Como / (1 — sen®0)d) = 3> Segue que:
0

16 64
V=r_ 2964
3" T g

Solugao computacional
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Figura 39 — Solucao problema 2.

a=0 <z <b=2

o= -1 <y<d=1

[ Funcao  [[] Recorte
Poligonos ] Makha

fxy)= /4 — 2% —y?
12
/ / VA4 —2? — y?dedy = 4.69
-1Jo

Volumetotal = 9.38

Fonte: Elaborada pelos autores.

Neste problema, consideramos duas parabolas definidas pela equagao do cilindro,
de tal forma que a intersec¢ao das duas compreendesse toda a regiao delimitada pelo circulo
de raio 1. Apés a definicao das pardbolas, o processo de resolugao seguiu 0s mesmos passos
adotados no problema anterior, resultando em um valor aproximado de 4,69 unidades de
volume para a parte superior da esfera. Para obter o valor total, multiplicou-se o valor
encontrado por 2, chegando-se a 9,38 unidades de volume, utilizando uma discretizacao
de h = 28.

PROBLEMA 3: Determine o volume do sélido delimitado, acima, pelo paraboloide
2z =8 — r? e, abaixo, pelo paraboloide z = r2.
Solugao algébrica: Vamos inicialmente obter a interse¢cao dos dois paraboloides, fazendo

a igualdade das equagoes das duas superficies. Temos, entao:

P?=8—r’e=r’=4

Figura 40 — Representacao problema 3.

=N

Fonte: Elaborada pelos autores.

Dessa forma, o sélido esta acima do disco circular plano, dado em coordenadas
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polares, por r < 2, e seu volume é:

V = // (Zsup — Zing) dA
2 2
= / / [(8—=7%) —r?] rdrdd
o Jo
2 2
= / / (87’ — 2r3) drdf
o Jo
, 7 ’

= 27 [47" — —]
21
= 167

= 50,26.
Solugao computacional

Figura 41 — Solucao problema 3.

Y E7Y =

)
Funcao D Recorte

Poligonos Malha

fxy)= 4 — o* — o

%ﬁm

2 2
/ / 4—g? —yPdady = 25.11
—2J-2

Volumetotal = 50.22

Q
g2
;

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para a resolucao deste problema, foi necessario modificar as fungoes que definiam
os paraboloides, a fim de que a intersec¢ao entre eles estivesse no plano z = 0 e, assim,
calcular o volume na regiao. Essa alteracao foi realizada porque é necessario conhecer a area
na qual a regido sera integrada. Foram utilizadas as fungoes andlogas fi(z,y) = 4—z2—y* e
fo(x,y) = 2*+y*—4, de modo a definir parébolas cuja interse¢io compreendesse a intersegao
dos paraboloides. Em seguida, o volume foi calculado seguindo o mesmo procedimento
utilizado no problema anterior. Com base nisso, foi obtido um valor aproximado de 25,11
unidades de volume para a parte superior do paraboloide. Ao multiplicar esse valor por 2,
obtemos o valor total aproximado de 50, 22 unidades de volume. Vale ressaltar, que neste
problema o volume superior foi multiplicado por dois, pois se trata de um soélido simétrico,
caso nao fosse teriamos que calcular o volume superior e inferior do sélido e somar os dois

resultados para obter o volume total.

PROBLEMA 4: Uma lamina ocupa a regiao delimitada pela reta y = x + 2 e pela

pardbola y = 2. A densidade da lamina no ponto P(z,y) é proporcional ao quadrado da



48 Capitulo 6. Aplicagdes

distancia de P ao eixo y. Determine a massa e o centroide da lamina.

Solugao algébrica: Pelos dados do problema a densidade p(x,y) ¢ dada por p(z,y) = kz?,
onde k é uma constante positiva. Observe também que a reta e a parabola se intersectam
nos pontos (-1,1) e (2, 4).

Figura 42 — Representacao problema 4.

L

1=

Fonte: Elaborada pelos autores.

Assim, a massa m ¢é igual a :

2 r+2
m = / / ka2 dydx
—1 $2
2 2
= k / [nyKj dx
~1

2
= k:/ (2% + 22% — 2*)dw
-1

3k

20
3,15k .

I

Figura 43 — Massa problema 4.

[ Fungao ] Recorte
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fxy)= 2

4 2
massa : / / a*dedy = 3.16
0 J1

Q

Fonte: Elaborada pelos autores.
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E, as coordenadas do centroide, sao:

7 = kaddyd
v 63k,/iljcg v

2
— % (z* +22° — 2°) da

= 1

a= —1

<z
c=0 <y

[J Funcao ] Recorte
Poligonos Malha

fxy)= 23

20 M2,
R wdedy = 1.18
‘I B[

L

Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

2
y = 63k’// kxydyda:

20 2 2 42
= dx
63/, 2

.'132
10 [? 4 3 2 6
= 63 (ac + 22° + 4z —x)dm
1

10 531
63" 35
118
49

~ 240,
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Figura 45 — Coordenada y problema 4.

g1 S E
a= —1 <z <p=2

c=0 <y<d=4

h=28
- e

[J Funcgo [ Recorte

Poligonos Malha

fixy)= 2’y

20 12,
f— daxdy = 2.38
63/0 /,1“’ vy

<

g2
‘ Q

Fonte: Elaborada pelos autores.

. 20 . . 8 118
Portanto, a lamina tem massa —— e seu centroide esta localizado em [ =, — | .
63k 749

Com base nesse resultado, além de ser capaz calcular a massa da lamina, torna-se possivel

observar, por meio da janela 3D, a localizacao do centroide.
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7 Conclusao

O presente trabalho direciona a utilizagao das ferramentas do GeoGebra como um
apoio a visualizacao grafica a ser adicionada para ensino de célculo em varias variaveis,
com potencial de simplificar o processo de aprendizado intuitivo. O GeoGebra disponibiliza
recursos embutidos que permitem trabalhar com fungoes de varias variaveis, tracar graficos
em trés dimensoes, calcular derivadas parciais, encontrar pontos criticos, tracar superficies
de nivel, criar aproximagoes e discretizagoes apropriadas, dentre outras. Apresentamos
o processo construtivo dos graficos e detalhamos os passos necessarios para criar uma

interface interativa, especificas para problemas de superficies.

Posteriormente, utilizamos as ferramentas de visualizacao do GeoGebra para ex-
plorar o grafico, seguido do célculo de regioes e volumes, via integracao com a discretizagao
do dominio. Apresentamos comparacoes qualitativas do Calculo Integral, condicionada
ao refinamento das parti¢oes da regiao a ser integrada. Por fim, inserimos exemplos nao
triviais que indicam a potencialidade da ferramenta de visualizacao do Geogebra. Algumas
limitagoes foram encontradas, principalmente relacionadas aos processadores disponiveis

para execucao e compilacao dos resultados, porém, 6timas aproximacgoes foram obtidas.
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