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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento critico de sistemas fora do equilibrio, utili-
zando como modelo o Processo Epidémico Difusivo (PED). Observamos o comportamento
do sistema ao longo do tempo para entender em que condicoes ele passa de uma situagao
onde a infeccao se encontra inativa para outra ativa em uma rede bidimensional, tomando
como exemplo real a leishmaniose visceral (Calazar), uma doenca que continua sendo
um obstéculo para a saide publica brasileira. Usamos uma metodologia que combina si-
mulagoes computacionais, baseadas no método de Monte Carlo, em uma grade quadrada,
onde cada ponto pode ser ocupado por particulas do tipo A (saudaveis) ou B (infecta-
das), que se espalham de forma independente pela rede com taxa de difusao (Dy < Dp,
Dy = Dpg, Dy > Dp). Essas particulas interagem segundo regras que representam os pro-
cessos de contdgio e recuperacao. Com isso, buscamos identificar o ponto critico (limiar da
transigao) e utilizamos a andlise de escala de tamanho finito para calcular grandezas fisicas
importantes, como os expoentes criticos. Esses resultados ajudam a ter uma compreensao
mais clara sobre o tipo de transicao de fase que ocorre no sistema e também nos permitem
levantar hipdteses sobre a classe de universalidade a qual o modelo pode pertencer. Os
resultados obtidos mostram que hd um ponto de transicdo bem definido entre uma fase
inativa (sem infecgao) e uma fase ativa (com infec¢@o). Conclui-se que o PED é um mo-
delo eficaz para representar a propagacao de doencas em populagoes e que os conceitos da

Fisica Estatistica podem ser aplicados a problemas reais do tipo epidemioldgico.

Abstract

In this work, we study the critical behavior of nonequilibrium systems using the Diffusive
Epidemic Process (DEP) as a model. We analyze the system’s temporal dynamics to
understand the conditions under which it transitions from an inactive (disease-free) state
to an active (infected) state on a two-dimensional lattice, using visceral leishmaniasis
(Kala-azar)—a persistent challenge for Brazilian public health—as a real-world example.
Our methodology combines computational simulations based on the Monte Carlo method
on a square lattice, where each site can be occupied by particles of type A (healthy) or B
(infected), which diffuse independently across the network at different rates (D4 < Dp,

Dy = Dp, Dgy > Dp). These particles interact according to rules representing contagion



and recovery processes. We aim to identify the critical point (transition threshold) and
employ finite-size scaling analysis to calculate key physical quantities, such as critical
exponents. These results provide a clearer understanding of the type of phase transition
occurring in the system and allow us to propose hypotheses about the universality class
to which the model may belong. Our findings indicate a well-defined transition point
between an inactive (non-infectious) phase and an active (infectious) phase. We conclude
that the DEP is an effective model for representing disease spread in populations and that
concepts from Statistical Physics can be successfully applied to real-world epidemiological

problems.

Palavras-chave: Processo Epidémico Difusivo (PED); Transicao de Fase; Classe de Uni-
versalidade; Leishmaniose Visceral (Calazar).
Keywords: Diffusive Epidemic Process (DEP); Phase Transition; Universality Class;

Visceral Leishmaniasis (Calazar).
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1 Introducgao

Leishmaniose Visceral (LV), conhecida popularmente como Calazar, representa um
sério problema de saide publica global, classificada pela Organizacao Mundial da Saude
(OMS) como uma doenga tropical negligenciada (WORLD HEALTH ORGANIZATION,
2023). Estima-se que ocorram entre 50.000 e 90.000 novos casos anualmente em todo o
mundo (BRASIL. Ministério da Saide, 2025). Caracterizada por sua evolugao cronica e
acometimento sistémico, a LV pode apresentar alta letalidade, chegando a 90% nos ca-
sos nao tratados (ORGANIZACAO PAN-AMERICANA DA SAUDE, 2024), embora a
letalidade média nas Ameéricas se situe em torno de 8,5% (BRASIL. Ministério da Saude,
2025). O Brasil se destaca nesse cendrio, concentrando a grande maioria dos casos no-
tificados no continente americano (ORGANIZAQAO PAN-AMERICANA DA SAUDE,
2024). A complexidade da transmissdo, que envolve o parasita *Leishmania infantum*,
o mosquito flebotomineo como vetor e, principalmente, caes como reservatorios em &areas
urbanas, impoe desafios significativos para as estratégias de controle (ORGANIZAQAO
PAN-AMERICANA DA SAUDE, 2024).

Nesse contexto de fendomenos bioldgicos e epidemiolégicos complexos, que operam in-
trinsecamente fora do equilibrio termodinamico, a fisica estatistica oferece uma estrutura
importante para a compreensao de suas dinamicas. A compreensao de sistemas distantes
do equilibrio térmico representa um dos maiores desafios da fisica contemporanea. Dife-
rente de seus analogos em equilibrio, esses sistemas exibem comportamentos intrincados e
imprevisiveis, influenciados por condigoes iniciais e interagoes internas. Nesse cendrio, as
transicoes de fase emergem como um ponto de particular interesse, marcando momentos
em que um sistema altera abruptamente seu estado (HENKEL, 2008). O estudo da criti-
calidade e do comportamento singular manifestado nas proximidades de um ponto critico
tem se provado uma abordagem poderosa para discernir a relevancia de propriedades uni-
versais a partir de regras de interacao microscopicas, sustentando o conceito de classes de
universalidade (ODOR, 2004).

Historicamente, a investigagao desses fenémenos criticos fincou suas raizes no estudo
de transicoes de fase em sistemas fisicos canonicos, como o modelo de Ising, que foi um
pilar na construcao da teoria da criticalidade. Um marco decisivo ocorreu a partir da
década de 1970, com as contribuigoes seminais de Wilson e Kadanoff (WILSON, 1971),
que consolidaram o grupo de renormalizacao e a andlise de escala como ferramentas ro-
bustas. O advento de recursos computacionais mais potentes possibilitou a exploragao de
modelos mais complexos e representativos da realidade, especialmente aqueles intrinseca-
mente fora do equilibrio, como o Processo de Contato (PC)(HARRIS, 1974) e o Processo
Epidémico Difusivo (PED) (SILVA, 2012). Diante desse panorama, intensificou-se o in-
teresse em empregar as ferramentas da fisica estatistica para modelar a disseminacao de
doencas infecciosas. A epidemiologia matemaética tradicional, cujas bases foram lancadas
por Kermack e McKendrick (KERMACK; MCKENDRICK, 1927), oferece uma perspec-
tiva deterministica; contudo, muitas epidemias sao de natureza estocastica e dependem da

espacialidade, impulsionando o desenvolvimento de modelos estocasticos que consideram
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agentes individuais.

Este estudo se situa precisamente na confluéncia entre a fisica estatistica de nao-
equilibrio e a modelagem de epidemias. Nossa proposta é empregar uma versao adap-
tada do PED para investigar de forma mais aprofundada a propagacao da Leishmaniose
Visceral (LV), também conhecida como Calazar. Essa enfermidade, causada pelo para-
sita Leishmania e transmitida pelo mosquito-palha, persiste como um grave problema de
saude publica em diversas regides do Brasil e do mundo (ALVAR et al., 2012). A com-
preensao da dinamica de transmissao do Calazar é complexa, pois envolve seres humanos,
animais (como caes) e o vetor, sendo ainda influenciada por fatores ambientais, sociais e
climaticos. Diferentemente de outras investigagoes que utilizaram redes complexas, neste
trabalho, nosso modelo Calazar-PED serd executado em uma grade quadrada bidimensi-
onal simples, um cendrio classico para o estudo de fendmenos criticos no espago.

Este trabalho busca caracterizar a transicao de fase e estimar a classe de universali-
dade do modelo Calazar, baseado no Processo Epidémico Difusivo, para a propagacao da
leishmaniose visceral em uma rede bidimensional, utilizando simulacoes computacionais.
O objetivo geral é investigar o comportamento critico do modelo, identificando o ponto
de transicao entre estados ativo e absorvente, e estimar sua classe de universalidade. Os
objetivos especificos incluem simular o processo epidémico, estimar o limiar de transicao,
obter expoentes criticos por mecanica estatistica e analise de escala de tamanho finito, e
conjecturar a classe de universalidade. A escolha da leishmaniose visceral é estratégica
devido a sua persisténcia em areas vulneraveis, permitindo explorar cendarios e compre-
ender mecanismos de propagacdo. Academicamente, o estudo avanca a fisica estatistica
fora do equilibrio, classificando modelos em classes de universalidade e validando empiri-
camente transicoes de fase. Os resultados podem subsidiar politicas publicas de controle

de doencgas.

2 Fundamentacao Teérica

Este capitulo estabelece a base conceitual necessaria para a compreensao do estudo das
propriedades criticas e da classe de universalidade do modelo Calazar em uma rede qua-
drada bidimensional. Abordaremos os fundamentos da fisica estatistica fora do equilibrio,
com énfase nas transicoes de fase para estados absorventes. Discutiremos os conceitos
de criticalidade e universalidade. Por fim, apresentaremos os modelos epidémicos para-
digmaticos, como o Processo de Contato (PC) e o Processo Epidémico Difusivo (PED),

contextualizando sua dinamica em redes regulares bidimensionais.

2.1 Sistemas Fora do Equilibrio e Transicoes para Estados Absorventes

A fisica estatistica classica dedica-se primordialmente ao estudo de sistemas em equilibrio
termodinamico, onde as propriedades macroscépicas permanecem constantes no tempo e
podem ser descritas por meio de potenciais termodinamicos e ensembles estatisticos bem
definidos (LANDAU; LIFSHITZ, 2013). Contudo, uma vasta gama de fendémenos na-
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turais e artificiais, desde reagoes quimicas cataliticas e crescimento de interfaces até a
dinamica de populacoes, ecossistemas e a propagacao de epidemias, ocorrem em condigoes
intrinsecamente fora do equilibrio (TOME, 2001; MARRO; DICKMAN, 1999; HINRICH-
SEN, 2000). Estes sistemas s@o frequentemente caracterizados pela presenga de fluxos de
matéria, energia ou informacao, pela quebra da reversibilidade temporal e pela auséncia
de um formalismo unificado analogo ao do equilibrio (TOME, 2001).

Um subconjunto particularmente importante e bem estudado de sistemas fora do
equilibrio sao aqueles que apresentam estados absorventes. Um estado absorvente é uma
configuragdo (ou um conjunto de configuracoes) do sistema da qual ele nao pode esca-
par uma vez que a tenha atingido através de sua prépria dinamica estocastica (TOME,
2001; HINRICHSEN, 2000). Em modelos epidemiolégicos, o estado onde nao hd nenhum
individuo infectado é tipicamente um estado absorvente: sem infectados, ndo pode ha-
ver novas infecgoes (na auséncia de fontes externas). Muitos desses sistemas exibem uma
transi¢ao de fase entre um estado ativo, onde a dinamica (a ”atividade”, como a infecgao)
persiste no sistema por longos periodos (idealmente, indefinidamente no limite de sistema
infinito), e um estado inativo ou absorvente, onde a atividade cessa apés um tempo finito
(TOME, 2001; HINRICHSEN, 2000; ODOR, 2004). Esta transigao é controlada por um
pardametro externo, como a taxa de infec¢ao (A\) em modelos epidémicos. Abaixo de um
valor critico (Ac¢), o sistema inevitavelmente evolui para o estado absorvente; acima de Ac,
ha uma probabilidade nao nula de o sistema permanecer na fase ativa, caracterizada por
uma densidade de atividade estacionaria diferente de zero.

Para ilustrar, podemos considerar a dindmica de um incéndio florestal. Uma floresta
em chamas representa um estado ativo, onde a ’atividade’ (o fogo) se propaga. Contudo,
se as condigoes ambientais, como a umidade da vegetacao, atingirem um valor critico,
o fogo pode se extinguir completamente, levando o sistema a um estado absorvente —
a floresta sem chamas, da qual o incéndio nao pode ressurgir espontaneamente. Essa
transicao, de um estado de propagacao continua para um de inatividade permanente, é
analoga as transicoes de fase para estados absorventes observadas em diversos sistemas
complexos(HINRICHSEN, 2000).

2.2 Criticalidade e Universalidade

Nas proximidades do ponto critico Ac, muitos sistemas que sofrem transicoes de fase
continuas (ou de segunda ordem) exibem um comportamento notével conhecido como
criticalidade. Este comportamento é marcado pelo surgimento de correlagoes de longo
alcance tanto no espago quanto no tempo. Grandezas macroscépicas divergem ou vao a
zero seguindo leis de poténcia universais a medida que o sistema se aproxima do ponto
critico (LANDAU; LIFSHITZ, 2013; TOME, 2001; HINRICHSEN, 2000). Por exemplo,
o parametro de ordem (p, a densidade de atividade) se anula como p ~ (A — A.)? para
A ~ Ac +, a suscetibilidade (resposta a um campo externo) diverge como xy ~ [A—A.|77, e o0
comprimento de correlagio espacial ({1 ) e temporal (§|) divergem como & ~ A=A 71 e

& ~ |>\—)\c|(_””), respectivamente. Os expoentes 3, v, v, v, entre outros, sao chamados
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de expoentes criticos.

Um dos conceitos mais poderosos e profundos da fisica estatistica é a hipdtese de
universalidade (ODOR, 2004; LANDAU; LIFSHITZ, 2013; TOME, 2001; HINRICHSEN,
2000). Ela postula que o comportamento critico de um sistema, incluindo os valores dos
expoentes criticos e as form as das funcoes de escala que descrevem o sistema perto de
Ac, nao depende dos detalhes microscopicos do modelo, mas sim de caracteristicas gerais
e robustas. Essas caracteristicas incluem a dimensionalidade espacial do sistema (d), as
simetrias do parametro de ordem e a presenca ou auséncia de interagoes de longo alcance
ou leis de conservacao. Sistemas que compartilham essas caracteristicas gerais pertencem
a mesma classe de universalidade e exibem o mesmo comportamento critico. Este principio
permite classificar uma vasta gama de fenémenos aparentemente distintos sob um mesmo

teto tedrico, revelando conexdes profundas entre eles.

2.2.1 Parametro de Ordem

O parametro de ordem (¢) é uma grandeza macroscépica que quantifica o grau de
ordenamento de um sistema durante uma transicao de fase. Ele é nulo na fase desordenada
e assume um valor nao nulo na fase ordenada (LANDAU; LIFSHITZ, 2013).

Préximo ao ponto critico (7, temperatura critica, ou p., pressao critica), o parametro
de ordem geralmente segue uma lei de poténcia da forma: ¢ o |T — T.|? onde T ¢é a
temperatura do sistema ou ¢  |p — pc\ﬁ com p representando a pressao do sistema, onde
B é o expoente critico associado ao comportamento do parametro de ordem. Por exemplo,
em uma transicao ferromagnética, a magnetizacdo espontanea é o parametro de ordem;
em uma transicao liquido-gas, a diferenca de densidade entre as fases liquida e gasosa pode
servir como parametro de ordem.

A escolha adequada do parametro de ordem é crucial para caracterizar a transicao de

fase e entender a natureza do ordenamento que emerge no sistema.

2.2.2 Flutuagoes Criticas: Parametro de Ordem e Suscetibilidade

Préximo ao ponto critico, o sistema exibe flutuacdes de grande escala — conhecidas
como flutuagoes criticas — que se manifestam tanto no parametro de ordem quanto em
outras grandezas termodinamicas, como a suscetibilidade. Essas flutuac¢es ocorrem em
todas as escalas de comprimento e tempo, refletindo a auséncia de uma escala caracteristica
no sistema (HENKEL, 2008; TOME, 2001; HINRICHSEN, 2000).

A flutuagao (), que mede a resposta do sistema a uma perturbacao externa (como um
aumento na taxa de infec¢@o), é uma grandeza fundamental para caracterizar a transigao
de fase. No modelo Calazar-PED, ela é calculada a partir das flutuacoes na densidade de

infectados (pr) como:
x = L* ((v1) = (p1)?) , 1)

onde L é o tamanho do sistema. Préximo ao ponto critico (p.), a suscetibilidade diverge

seguindo uma lei de poténcia:

X < |p—pe| 7, (2)
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sendo 7y o expoente critico associado. Essa divergéncia indica que o sistema se torna extre-
mamente sensivel a pequenas variagdes no parametro de controle (p), um comportamento
tipico de transicoes de fase continuas (ODOR, 2004; HINRICHSEN, 2000).

2.2.3 Razao de Momentos e Identificacao de Pontos Criticos

A razao de momentos: ( 2)
P
mo1 = ——5 3
(p)? )

constitui uma ferramenta valiosa na identificacao precisa do ponto critico em simulagoes de
sistemas estocasticos. Por ser uma quantidade adimensional, suas curvas para diferentes
tamanhos de sistema tendem a se cruzar no valor critico da densidade (p.), sinalizando
o limiar da transicao de fase. Esse método, amplamente utilizado na literatura de siste-
mas fora do equilibrio (MARRO; DICKMAN, 1999; SILVA, 2013), é particularmente ttil

quando flutuagoes ou ruido dificultam a localizacao do ponto critico por outros métodos.

2.2.4 Escala de Tamanho Finito e Colapso de Dados

A determinacao dos expoentes criticos é fundamental para classificar a transicao de
fase de um sistema em uma classe de universalidade especifica (GOLDENFELD, 2018).
Embora possam ser obtidos experimentalmente através de medicoes precisas de grandezas
fisicas (como magnetizagao, calor especifico, etc.) em sistemas reais préximos ao ponto
critico, a abordagem computacional, especialmente via simulagoes de Monte Carlo, oferece
um controle sem precedentes sobre os parametros do sistema e a capacidade de explorar
o comportamento assintético.

Em simulacoes, os expoentes criticos sao tipicamente extraidos através da andlise de
escala de tamanho finito (Finite-Size Scaling - FSS) (BINDER, 1997). Esta técnica reco-
nhece que, em um sistema de tamanho finito (como uma rede L x L em simulagoes), as
divergéncias das grandezas criticas no ponto critico sao suavizadas. No entanto, o com-
portamento dessas grandezas com o tamanho do sistema (L) e a proximidade do ponto
critico (A — A.) segue leis de escala bem definidas.

Por exemplo, o pardmetro de ordem (p) em um sistema de tamanho L, préximo ao

ponto critico, pode ser descrito por uma funcao de escala do tipo:
p(LA) ~ L (A= A)LY) (4)

onde 8 e v sdo expoentes criticos, e f é uma funcao de escala universal. Similarmente, a

suscetibilidade (x) pode ser expressa como:
V(L) ~ L7 (A= AL (5)

onde ~ é outro expoente critico e g é outra funcéo de escala universal. A obtencdo desses
expoentes envolve (BINDER, 1997; GOLDENFELD, 2018):

1. Simulagao para Diferentes Tamanhos de Sistema (L): Realizar simulagdes para vérias
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dimensoes de rede (Li, Lo, Ls,...) e para uma faixa de valores do parametro de

controle (\) ao redor do ponto critico estimado.

2. Identificacao do Ponto Critico (A.): O ponto critico pode ser estimado pela inter-
seccao de curvas de grandezas como a suscetibilidade para diferentes tamanhos de

L, ou pela andlise de razoes de cumulantes.

3. Ajuste de Leis de Poténcia: Uma vez que A. é determinado, os expoentes podem ser

extraidos ajustando os dados simulados a leis de poténcia. Por exemplo, o expoente

B pode ser obtido a partir do comportamento do parametro de ordem no ponto
critico para diferentes L:

p(L,Ae) ~ L0 (6)

Similarmente, v pode ser obtido de:

X(L,Ae) ~ L7 (7)

4. Colapso de Dados (Data Collapse): Uma poderosa validacao e método para extrair
os expoentes é o colapso de dados. Ao plotar as grandezas escaladas (p(L, \) - LB/v
versus (A — A.) - L/%), os dados de diferentes tamanhos de sistema devem colapsar
em uma tUnica curva universal, a fungao de escala f (ou g). A escolha correta dos

expoentes 3, v e v é aquela que resulta no melhor colapso dos dados.

Essas técnicas permitem a determinacao precisa dos expoentes criticos, fornecendo
evidéncias robustas para a classe de universalidade a qual o modelo pertence, mesmo que

o sistema simulado seja finito.

2.3 Modelos Epidémicos em Redes Bidimensionais
2.3.1 Processo de Contato (PC)

O Processo de Contato (PC), introduzido por Harris em 1974 (HARRIS, 1974), é
talvez o modelo mais fundamental que exibe uma transicao de fase para um estado ab-
sorvente. Em sua vers@o em rede (lattice-based), cada sitio i pode estar em um de dois
estados: infectado/ativo (ci=1) ou sauddvel/inativo (0i=0). A dinamica é definida por
dois processos estocasticos que ocorrem com certas taxas:

1. Infec¢ao/Criagao: Um sitio saudavel torna-se infectado se tiver pelo menos um
vizinho infectado. A taxa total de infeccao para um sitio saudavel i é A k i, onde ki é o
nuamero de vizinhos infectados de i e A é a taxa de infeccao por vizinho infectado.

2. Recuperagao/Aniquilagdo: Um sitio infectado torna-se saudavel espontaneamente
com uma taxa constante, geralmente normalizada para u=1.

O estado onde todos os sitios sdo saudaveis (ci=0 para todo i) é o estado absorvente.
O parametro de controle é A\. A transicao em Ac é continua (HINRICHSEN, 2000).
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2.3.2 Processo Epidémico Difusivo (PED)

O Processo Epidémico Difusivo (PED) (SILVA, 2013) generaliza o PC ao introduzir a
mobilidade (difus@o) das particulas (individuos) na rede. Os sitios podem estar em trés
estados: vazio (&), ocupado por um individuo saudédvel (A) ou ocupado por um individuo
infectado (B). Os processos dinamicos incluem:

1. Contagio: A + B — 2B (ocorre quando A e B sdo vizinhos, com taxa \);

2. Recuperacao: B — A (ocorre espontaneamente em um sitio B, com taxa pu);

3. Difusao: A + @ <> @ + A (troca de A com sitio vazio vizinho, com taxa DA);

4. Difusdao: B + @ < @ + B (troca de B com sitio vazio vizinho, com taxa DB);

O estado sem particulas B é absorvente. O PED permite investigar o efeito da mo-
bilidade e da densidade de particulas na dinamica epidémica. A introducao da difusao,
embora possa alterar o valor do ponto critico Ac, geralmente nao modifica a classe de
universalidade, pois nao introduz novas simetrias ou leis de conservacao relevantes (HIN-
RICHSEN, 2000).

O modelo Calazar estudado neste trabalho é uma adaptagdo do PED implementado
na rede quadrada bidimensional.

As redes bidimensionais regulares adotadas neste estudo sdo compostas por sitios
com conectividade local fixa, em que cada ponto interage apenas com seus vizinhos mais
proximos, geralmente 4 (vizinhanga de von Neumann) ou 8 (vizinhanca de Moore). Esse
tipo de topologia é amplamente utilizado em modelos criticos por oferecer estrutura ho-
mogénea e dimensionalidade bem definida (d = 2), o que permite andlises controladas via
técnicas de escala de tamanho finito. A dimensionalidade influencia diretamente os expo-
entes criticos e, portanto, a classe de universalidade do sistema. Diferentemente de redes
complexas (como redes de pequeno mundo), as redes regulares favorecem a identificagao
de comportamentos universais (MARRO; DICKMAN, 1999; ALVARENGA, 2008).

3 Metodologia

3.1 Tipo de Pesquisa

O presente estudo caracteriza-se como uma pesquisa de natureza experimental e com-
putacional, com abordagem quantitativa. Adicionalmente, apresenta carater exploratério
e descritivo, tendo em vista que busca compreender e caracterizar as propriedades criticas
e a classe de universalidade do modelo Calazar em redes bidimensionais, a partir de si-
mulagoes numéricas. Tal abordagem permite identificar padroes de comportamento cole-

tivo associados a transicao de fase em sistemas complexos.

3.2 Métodos de Coleta de Dados

Os dados foram obtidos por meio de simulagoes computacionais baseadas no método de

Monte Carlo com atualizacao sequencial aleatéria apropriado para sistemas estocasticos
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fora do equilibrio (MARRO; DICKMAN, 1999; HINRICHSEN, 2000). Para cada con-
figuragao de difusao (D4 < Dp; Dy = 0.25 e D = 0.75)(D4 = Dp; D4 = 0.50 e
Dp = 0.50)(Dyg > Dp; Dy = 0.75 e D = 0.25), foi simulada em redes bidimensionais
de contorno periédico com tamanhos lineares, escolhidos por serem multiplos praticos
para colapso de dados (HINRICHSEN, 2000). As simulagbes seguiram uma dinamica es-
tocdstica em tempo discreto. Cada simulacao foi realizada com tempo de relaxamento
Trelax = 10000 e média sobre 10000 amostras independentes, garantindo a robustez es-
tatistica dos resultados. A rede foi inicializada com humanos, mosquitos e caes, podendo
estar em estado saudavel ou infectado. Os seguintes processos ocorrem a cada passo de

tempo:

1. Movimentagao aleatéria:
Todos os agentes méveis (mosquitos e caes) se deslocam aleatoriamente para vizinhos
préximos com uma probabilidade proporcional as taxas de difusdo (D4 ou Dp). Os
individuos humanos permanecem estaciondrios, ou seja, nao se movem ao longo da
rede durante as simulacoes e cada sitio pode conter no maximo um tunico individuo

humano.

Figura 1: Movimentacao de Mosquitos e Cachorros na Rede Quadrada.
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Fonte: Autoral.

2. Contaminacao:
e Mosquitos saudaveis tornam-se infectados ao entrar em contato com caes ou
humanos infectados.

o Humanos saudaveis podem se infectar ao serem picados por mosquitos infecta-

dos.

e Caes sauddveis também sao infectados por mosquitos infectados.

10
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e Esse processo ocorre com taxa de contaminagao = 0.5 (um ntumero aleatério
é sorteado, se for maior que 0.5, acontece a contaminacao, se for menor, o

processo nao acontece) e a contaminagao acontece dentro dos préprios sitios.

3. Cura:
Todos os agentes infectados tém uma taxa de cura = 0.5 de retornar ao estado
sauddvel (um nimero aleatério é sorteado, se for maior que 0.5, acontece a cura, se for

menor, o processo nao acontece), refletindo um processo de recuperagao espontanea.

4. Ressuscitamento (reinfeccao artificial):
Para evitar a extin¢ao prematura da epidemia por flutuacoes estatisticas, reintroduz-
se um individuo infectado aleatoriamente caso toda a populacao infectada desa-

pareca.

5. Registro dos dados:
Ao final de cada tempo t, a fracdo de humanos infectados na rede é calculada e
armazenada em um vetor que representa a densidade da infec¢ao (pr), o qual serd

posteriormente utilizado para a andlise do comportamento critico.

Para cada configuracao, as simulacgoes foram executadas em redes quadradas bidimen-
sionais de diferentes tamanhos LX L, onde L variou de 16 & 96 (L = 16,24, 32,48, 64, 96),
a fim de permitir a andlise por escalonamento finito. Os dados coletados incluem a den-
sidade de infectados, pardmetro de ordem, variancia (para calculo da susceptibilidade) e
razao de momentos.

3.3 Variaveis Observadas

Para a caracterizagao da transicao de fase, foram medidas as seguintes grandezas:
e parametro de ordem (py): densidade de humanos infectados;

e Flutuagoes (x): definida pela Eq.1.

e Razao de momentos (mze1): definida pela Eq. 3.

3.4 Técnicas de Analise dos Dados

A andlise foi conduzida com foco na caracterizacdo da transicao de fase de ordem-
desordem e identificagdo da classe de universalidade do modelo. Foram utilizadas as

seguintes técnicas:

¢ Estimativa do ponto critico (p.) via cruzamento das curvas de mg; para diferentes

tamanhos L.

e Colapso do Parametro de Ordem: Utilizando a Eq.4. Essa técnica permite
determinar com precisao os expoentes criticos 8 e v, como previsto na teoria de

escala de tamanho finito.

11
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e Colapso das Flutuagoes do Parametro de Ordem: Essa abordagem visa veri-
ficar a consisténcia dos expoentes criticos «y e v, por meio da sobreposicao das curvas
de flutuacoes x escaladas para diferentes tamanhos de rede L. Um bom colapso
dos dados indica que o sistema segue as leis de escala esperadas para a classe de

universalidade considerada.

3.5 Ferramentas Utilizadas

As simulagoes foram implementadas em linguagem C para maior desempenho com-
putacional, para andlise e visualizacao dos dados. As principais ferramentas utilizadas

foram:
e Simulacao do cédigo em C++;
e Planilhas e editores gréaficos: verificagao e organizagao complementar dos resultados;

e Sistema operacional: Linux Ubuntu, com execucao em processadores multicore para

simulacoes paralelas.

4 Resultados e Discussao
4.1 Apresentagao dos Resultados Obtidos

Os resultados apresentados neste trabalho sao fruto de simulagoes computacionais do
Processo Epidémico Difusivo (PED) em redes bidimensionais, com foco na caracterizagao
das propriedades criticas e da classe de universalidade do modelo Calazar. As analises fo-
ram realizadas para diferentes tamanhos de sistema (L), permitindo a aplicagdo da andlise
de escala de tamanho finito para a determinacao de expoentes criticos e do ponto critico

da transicao de fase.

Figura 2: Parametro de Ordem
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Fonte: Autoral.

A figura 2, apresenta a densidade de humanos infectados (p;) em fungao da densidade
total de mosquitos (p) para diferentes tamanhos de rede L, considerando trés cendrios
distintos de difusdo: (a) Dy < Dp, (b) Dy = Dp e (¢) Dy > Dp. Observa-se que,

12
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para baixas densidades de vetores, a densidade de infectados tende a zero, caracterizando
um estado inativo onde a infeccdo nao se sustenta no tempo. A partir de um certo valor
limiar de p, ocorre um crescimento continuo de py, indicando uma transicao para uma fase
ativa, na qual a epidemia persiste indefinidamente. Tal comportamento é caracteristico
de transicoes de fase continuas. A inclinacio crescente das curvas com o aumento de L
reforca essa interpretagdo, uma vez que, no limite termodinamico, a transicdo tende a
se tornar mais abrupta. Comparando os trés cendrios, verifica-se que, na configuracao
D4 < Dp, a transi¢ao ocorre com menor densidade de vetores, sugerindo maior facilidade
de propagacao da doenga. Em contraste, quando D4 > Dp, a epidemia s6 se mantém ativa
com densidades significativamente maiores, refletindo o efeito positivo de uma quarentena

eficaz, onde a mobilidade dos infectados é reduzida.

Figura 3: Razao de Momentos

X T T T T T T = T ¥ T ¥ T L T ] T ¥ T 4 * T * FT =@ =T 7T * 1

Fonte: Autoral.

A figura 3, mostra a razao de momentos mo; = (p?)/{pr)* em funcdo da densidade
de mosquitos p. KEssa métrica, por ser adimensional, permite identificar com precisao o
ponto critico da transicao de fase. As curvas de mo; para diferentes tamanhos L se cruzam
em um ponto comum, o qual define p. com elevada robustez estatistica. Tal cruzamento
é particularmente evidente no painel (c), e confirma a presenca de uma transicdo bem
definida entre as fases inativa e ativa. O uso da razao de momentos é vantajoso em sistemas
estocasticos como o presente, pois evita flutuacgoes artificiais que poderiam dificultar a

localizacao do limiar de transicao.

13
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Figura 4: Colapso do Parametro de Ordem
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Fonte: Autoral.

A figura 4, apresenta a técnica de colapso de dados aplicada ao parametro de ordem
pr- Os dados de diferentes tamanhos de rede foram reescalados segundo as leis de escala
de tamanho finito, utilizando os expoentes criticos 5 e v, com os eixos definidos como
(p — pe) LMY (eixo x) e prLP/¥ (eixo y). A boa sobreposicio das curvas obtidas em cada
uma das trés configuragoes de difusao indica que o sistema obedece as leis de escala tipicas
de transicoes de fase continuas. A qualidade dos colapsos também valida os valores dos

expoentes obtidos numericamente.

Figura 5: Flutuagdo do Parametro de Ordem
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Fonte: Autoral.

A figura 5, exibe o comportamento das flutuagdes x = L%({p?) — (pr)?), préximas ao
ponto de transicao. Esperava-se que y apresentasse um pico crescente com o tamanho da
rede L, refletindo a divergéncia de flutuagoes caracteristica de sistemas criticos. Tal com-
portamento é observado de forma mais clara na subfigura (a), associada ao caso Dy < Dp.
No entanto, nas configuragoes (b) e (c), os picos permanecem aproximadamente constan-
tes, o que pode indicar que o sistema esteja sujeito a efeitos de tamanho finito que suavizam
as flutuacoes, ou de acordo com observacoes no projeto de colegas em rede unidimensional,
esse comportamento pode estar ligado a dimensionalidade. A interpretacao fisica desses
picos estd associada a sensibilidade do sistema: perto do ponto critico, pequenas variagoes
na densidade de vetores provocam grandes mudangas na quantidade de infectados, o que

¢ indicativo de instabilidade critica.
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Figura 6: Colapso da Flutuagdo do Parametro de Ordem
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Fonte: Autoral.

Complemento da andlise anterior, a figura 6 apresenta o colapso das flutuagoes x
utilizando novamente a técnica de escala de tamanho finito. O colapso ¢é satisfatério até
certo ponto onde as curvas se sobrepoem, reescaladas para diferentes tamanhos L, o que
sugere a consisténcia dos expoentes v e v utilizados. Mas, chegando no final das curvas,
o colapso nao ocorre de forma eficiente, o que pode indicar a necessidade de corregoes
de escala adicionais. Contudo, a tentativa de colapso fornece indicios sobre a natureza
da transicao e sua universalidade, sendo uma ferramenta essencial para a classificacao do
modelo dentro de uma classe critica, pois a sobreposicao é eficiente perto do ponto critico.

Tabela 1: Expoentes criticos e ponto critico estimados para cada configuragdo de difusdo. Os niumeros
entre parénteses indicam a incerteza (erro padrao) na dltima casa decimal.

Configuracao de Difusao Pe B/v /v ~/v
Da < Dp 1,492(8) 0,405(5) 0,68(2) 0,00
Dy =Dp 1,642(2) 0,458(8) 0,73(3) 0,00
Dj > Dp 1,908(9) 0,565(6) 0,78(5) 0,00

A Tabela 1 apresenta os valores estimados do ponto critico (p.) e dos expoentes criticos
(B/v, 1/v e v/v) para trés diferentes configuragoes de difusao entre individuos sauddveis
(D4) e infectados (Dp) no modelo Calazar-PED. Esses parametros sao fundamentais para
descrever a transicao de fase entre um estado livre de infec¢ao e um estado onde a epidemia
se mantém ativa.

Ao interpretar esses dados por meio da analogia com medidas de quarentena, podemos

entender como o controle da mobilidade dos individuos impacta a propagacao da doenca:

e Configuracao D4 < Dp (sauddveis menos méveis que os infectados) simula um
cenario de quarentena onde os infectados circulam mais livremente do que os saudaveis.
Nesse caso, o ponto critico é mais baixo (p. = 1,492), o que indica que a infec¢ao
se estabelece mesmo com uma menor densidade de vetores. Ou seja, a contencao é

ineficaz e a epidemia se propaga facilmente.

e Configuracao Dy = Dp representa uma situagao sem restricoes de mobilidade,

onde nao ha diferenciacao entre infectados e sauddveis em termos de movimento. O
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ponto critico intermedidrio (p. = 1,642) sugere que a doenga requer uma densidade
major para se manter ativa, mas ainda assim nao ha barreiras efetivas para seu

avanco.

e Configuracao D4 > Dp (saudédveis mais méveis que os infectados) é andloga a uma
quarentena eficiente, onde os infectados tém a mobilidade reduzida, limitando sua
capacidade de contagiar outros. Nesse cendrio, o ponto critico é o mais alto (p. =
1,908), o que significa que a doenga precisa de uma densidade significativamente
maior para se manter, demonstrando que a contencao da mobilidade dos infectados

é eficaz para barrar a epidemia.

Assim, a Tabela 1 nao apenas quantifica os parametros criticos do modelo, mas também
ilustra, de forma clara, o impacto das estratégias de quarentena sobre a dinamica de pro-
pagacao da doenca, reforcando a importancia da limitacao da mobilidade dos infectados,
neste caso, humanos, mosquitos vetores e caes infectados, como ferramenta de controle

epidemiolégico.

5 Conclusao

Neste trabalho, foi realizada uma anélise do modelo Calazar-PED em redes bidimen-
sionais, com o objetivo de investigar suas propriedades criticas e identificar sua possivel
classe de universalidade. Através de simulagoes computacionais e da técnica de escala de
tamanho finito, foi possivel caracterizar uma transicao de fase continua entre estados ati-
vos e absorventes, bem como estimar os expoentes criticos 3/v, 1/v e v/v para diferentes
cenarios de mobilidade dos agentes.

Os resultados obtidos confirmam a existéncia de um ponto critico bem definido para
cada configuracao de difusdo, com colapsos de dados satisfatorios para o pardmetro de
ordem. No entanto, os colapsos das flutuagoes mostraram-se limitados em alguns casos,
sugerindo a presenca de efeitos de tamanho finito ou a necessidade de correcoes de escala
mais refinadas. Além disso, a variagao dos expoentes com a configuracao de difusdo indica
uma possivel quebra da universalidade tradicional, levantando a hipétese de que o modelo
pode pertencer a uma nova classe de universalidade.

A comparacao entre diferentes configuragoes de mobilidade no modelo Calazar-PED
mostrou que limitar o deslocamento dos infectados, andlogo a uma quarentena, eleva o
ponto critico da transicao, dificultando a propagacao da doenca. Esse resultado reforca
o valor estratégico do controle de mobilidade como medida eficaz de contencao epide-
miolégica.

Com base nos resultados obtidos, propoem-se dire¢oes para trabalhos futuros como
realizagao de simulacoes com tamanhos de rede maiores, a fim de minimizar os efeitos de
tamanho finito e obter estimativas mais precisas dos expoentes criticos, implementagao
do modelo em diferentes topologias de rede (como redes complexas ou geometrias irregu-

lares), permitindo investigar a robustez da classe de universalidade em outras estruturas,
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introducao de heterogeneidade espacial e ruido externo no modelo, buscando uma repre-
sentacao mais realista da dinamica epidemiolégica em ambientes urbanos e rurais.

Este estudo reforca a relevancia da Fisica Estatistica como ferramenta para a mode-
lagem e compreensao de epidemias reais, especialmente ao lidar com doencas negligenci-
adas como a leishmaniose visceral. A abordagem apresentada oferece subsidios tedricos e
metodoldgicos valiosos para o avanco de modelos epidemiolégicos realistas e para o desen-

volvimento de estratégias de controle baseadas em evidéncias criticas.
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