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Resumo

Neste trabalho, fizemos o estudo de alguns problemas de recorréncia aplicados a nivel
médio, seja em exercicios de livros do Ensino Médio, seja em provas de vestibular, seleti-
vos ou concursos. Estudamos com um enfoque voltado para diferenciar as caracteristicas
dessas sequéncias, buscando a obtencao de equagoes de recorréncia associadas a cada
uma. Encontramos suas féormulas matemaética para o n-ésimo termo. Demonstramo-as
por inducao finita e por fim, aplicamos essas férmulas matematicas para resolver os pro-
blemas estudados. A organizagao do trabalho é feita em capitulos dispostos como segue:
no primeiro capitulo, descrevemos um pouco sobre a importancia da Matemética e das
sequéncias recursivas para a melhora do cognitivo de professores e alunos. No segundo
capitulo, citamos as principais definicoes e propriedades a respeito das sequéncias, do
processo de inducao finita e da andlise combinatoria; que sao necessarios para o desen-
volvimento do trabalho. No terceiro capitulo, fizemos o estudo de alguns problemas de
recorréncia aplicados a nivel médio, como a Torre de Hanoi, a Permutacao Caotica, a
sequéncia de Fibonacci, a pizza e o queijo de Steiner; entre outros. Finalmente, quarto
capitulo, descrevemos a metodologia aplicada no referido trabalho e no quinto, fizemos as
consideracoes finais.

Palavras-chave: Recorréncia Linear, Ensino Médio, Sequéncias recursivas.



Abstract

In this paper, we studied some recurrence problems which are studied at high school le-
vel, whether in high school textbook exercises, college entrance exams, selective exams or
competitions. We studied with a focus on differentiating the characteristics of these se-
quences, seeking to obtain recurrence equations associated with each one. We found their
math formulas for the nth term. We demonstrated them by finite induction and finally
we applied the mathematical formulas to solve the problems studied. The organization
of work is done in chapters arranged as follows: in the first chapter, we described a little
about the importance of mathematics and recursive sequences for the cognitive improve-
ment of teachers and students. In the second chapter, we cited the main definitions and
properties regarding sequences, the finite induction process, and combinatorial analysis;
that are necessary for the development of the work. In the third chapter, we studied some
recurrence problems studied at the medium level, such as the Tower of Hanoi, Chaotic
Permutation, the Fibonacci Sequence, Steiner’s Pizza and Cheese; among others. Finally,
on chapter four, we described the methodology used in that work and in the fifth chapter,
we made the final considerations.

Keywords: Linear Recurrence, High School, Recursive Sequences.
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1 Introducao

Os desafios do ensino de matematica na educagao basica a cada dia se tornam mais
preocupantes, principalmente das escolas publicas. H4 quem goste muito de matematica,
porém, ha também muitos que nao podem ver equacoes, probabilidades e outros topicos
matemaéticos que ja se bloqueiam, quase que totalmente, diante dessa disciplina que é
considerada por tantos outros, a mais exata de todas. Uma das razoes pelo “medo” da
matematica seria a forma como ela é ensinada nas escolas e os contetdos que deveriam
ou nao ser ensinados.

Diante dos desafios citados acima, tem-se um agravante, alunos desmotivados em
sala de aula, pois aquilo que estda sendo ensinado nao faz nenhum sentido para eles;
por mais que tentem, existe algo faltando. Nas aulas de matemaética, nota-se que os
alunos possuem dificuldades nos processos aritméticos: adigao, subtracao, multiplicagao,
divisao e potenciacao, assim como em procedimentos algébricos, os quais necessitam dos
conceitos aritméticos para sua construcao e desenvolvimento.

A importancia da matemaética basica provém justamente em dar as nogoes funda-
mentais para que os alunos superem as dificuldades citadas anteriormente. Sendo assim,
torna—se essencial o acompanhamento de perto dos alunos, trabalhando essas dificuldades
e proporcionando motiva-lo para o estudo da Matemaéatica, dando sentido aquilo que se
aprende durante os anos.

Um dos instrumentos fundamentais ao estudo da Matematica, e que auxilia bastante
aos estudantes no seu dia a dia, é a determinagao das féormulas matematicas que regem
uma sequéncia. Com base nisso, fez—se um estudo sobre as sequéncias recursivas que
envolvem uma infinidade de padroes e aplicagoes, tanto em aspecto cognitivo quanto
aplicada na natureza.

A recorréncia linear é uma técnica matemética que permite definir sequéncias padro-
nizadas, conjuntos, fungoes, operacoes ou até mesmo algoritmos matematicos, partindo
de problemas particulares, como os termos iniciais de uma sequéncia, para problemas
generalizados. Assim, por intermédio de uma regra (féormula matematica), determinada
pelos calculos de recorréncia, pode—se calcular qualquer termo de uma funcao ou de uma
sequéncia.

E importante destacar que na graduacdo nao houve a oportunidade de se estudar o

contetudo referente a recorréncias lineares, porém, houve a oportunidade de estuda-lo ao
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cursar a disciplina de Matematica Discreta no curso de Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional (PROFMAT). Com os estudos possibilitados pela referida
disciplina acerca de recorréncias lineares, foi possivel aprender suas principais teorias e
aplicabilidade, se constituindo assim como uma ferramenta para resolugoes de problemas.
Tal constatagao foi fato que se apresentou como tema interessante a ser pesquisado. Tam-
bém, percebeu-se que a maioria dos estudantes, principalmente nas séries mais avancadas,
apresentam muita dificuldade em resolver problemas sobre sequéncias padronizadas, o que
torna o tema ainda mais interessante a pesquisa, pois, com o estudo a respeito dessa pro-
blematica, a intensao é diminuir as dificuldades apresentadas acima.

Existem diversas situacoes—problemas, desafios matematicos e jogos, cuja aplicagao do
calculo de recorréncia possibilita, mesmo a alunos do Ensino Médio, soluciona—los. Logo,
o estudo dos célculos de recorréncia linear, nesse contexto, se apresenta relevante, uma
vez que os alunos estarao constantemente sendo desafiados.

Por conseguinte, a disseminacao desse estudo no ambito escolar, por parte dos pro-
fessores, qualificard o trabalho pedagogico, ja que muitos deles apresentam dificuldades
diante dos problemas que envolvem sequéncias, dentre as quais destacamos as progressoes
e as sequéncias recursivas de diferentes ordens. Fato esse constatado, visto que a maioria
dos professores de Matematica que lecionam no Ensino Médio dominam apenas célculos
bésicos de progressoes aritmética e geométrica de primeira ordem. Portanto, ressalta-se a
relevancia desta pesquisa, pois o estudo de calculos de recorréncias possibilitara também
uma mudanca qualitativa na préatica docente desenvolvida pelos profissionais em educacao

matemaéatica.
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2 Referencial Teo6rico

2.1 Principio de Inducao Finita

De acordo com MORGADO, CARVALHO (2015), o matematico Giussepe Peano (1858
- 1932), em sua linguagem direta e objetiva, diria que o conjunto N, dos niimeros naturais,

¢ caracterizado pelos seguintes axiomas:

e Todo numero natural possui um tnico sucessor, que também é um nimero natural;
e Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes;

e Fxiste um tnico niimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este ntimero

é representado pelo simbolo 1 e chamado de ntmero um;

e Se um conjunto de nimeros naturais contém o namero 1 e, além disso, contém o
sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com N, isto é,

contem todos os niimeros naturais.

Isto é, o ultimo axioma de Peano diz que: seja A um subconjunto de N. Se 1 € A e
se, além disso, A contém todos os sucessores dos seus elementos, entao A = N.

Este axioma é conhecido como axioma da inducao e serve como base do método de
demonstracao por inducao, o qual é de grande utilidade para estabelecer provas rigorosas
em Matematica. Tal método é citado a seguir:

Proposigao: O Principio da Indugao Finita é um recurso matemético que verifica
a validade de um resultado cuja equacgao estd em funcao de n, n € N. O Principio da
Inducao Finita esta associado a ideia de recorréncia.

Seja P(n) uma funcgao proposicional relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
(i) "P(1) é valida,

(ii) Para todo n € N, a validade de P(n) implica a validade de P(n+ 1). Entao, P(n) é
valida para todo n € N."(Lima, 2013, p.25)

Demonstracao. De fato, se chamarmos de X o conjunto dos niimeros naturais n para os

quais P(n) é valida, veremos que:

(i) 1 € X, em virtude do primeiro item da hipotese;

12



(ii)) se n € X entao (n+ 1) € X, em virtude do segundo item da hipotese. Logo, pelo

axioma da inducao, concluimos que X = N.

O
. . 9 9 , nm+1)2n+1) ,
Exemplo 1. "Prove por induc¢ao que 1- +2° 4+ ... +n* = 5 ". (Lima,
2013, p.33).
1)(2 1
Solucdo: Seja 12 +22 4+ ... +n? = nn+ )6( nt ), entao:
1-(14+1)(2-1+1)

=1=12%

(i) P(1) & verdadeiro pois 5

(ii) Suponha que P(n) seja verdadeira, para algum n € N. Isto significa que para este

valor de n, temos

1)(2 1

Somando (n + 1)? a ambos os membros da igualdade, obtemos:

H(2n+1
P4+224+ . 4+n%+(n+1)7? = nn+ )6(n+ )+(n+1)2

Mm+1)(n+2)(2n+3)
6

(n+ 1) ((n+ 1)+1> (2(n+1)+1>

6 Y

que mostra que P(n+ 1) é verdadeira.

Portanto, pelo principio da Induc¢ao Finita, concluimos que P(n) é valido para todon € N.

2.2 Sequéncias

Segundo Lima (2013), uma sequéncia é uma fungao cujo dominio é o conjunto dos
nimeros naturais, ou seja, dado N o conjunto dos ntimeros naturais e dado R, o conjunto
dos ntmeros reais, entao x : N — R é uma funcao onde para cada n € N associa-se a um
numero real x,,. Além disso, X;, = (X1, X2, X3, ..., Xn, ...) ¢ chamada sequéncia de nimeros
pertencentes ao conjunto dos reais.

Uma sequéncia X,, de niimeros reais é dita monétona quando x; < X < ... < X, <

Xni1 < ...ouentao quando X; = Xo = ... = X = Xnal = - -

13



No primeiro caso, chama-se mon6tona nao-decrescente e, no segundo caso, monotona
nao—crescente.

Se existe um numero real ¢ tal que x,, < ¢ para todo n € N, a sequéncia monotona
X, dir-se—4 limitada.

n :
Exemplo 2. "Os nimeros x, = ——r comn € N, formam uma sequéncia crescente e
n

limitada, isto €, para todo n € N, x,, < 1."(Lima, 2013, p.66).
Solucao: De fato, notemos que,

NI L ! =1 <1
"Tn4+41 n n+1 n+1 '

“Por outro lado, os ntimeros x,, = n define uma sequéncia ilimitada”. (Lima, 2013, p,66)

2.3 Analise Combinatoria

A Combinatoéria é um ramo da matematica que analisa estruturas de relagoes discre-
tas. Através da Analise Combinatoria pode—se demonstrar a existéncia de subconjuntos
de um conjunto finito dado e que satisfazem certas condigoes, conta—los ou classificar
esses subconjuntos. Neste topico, serd falado um pouco sobre o principio fundamental
da contagem, sobre a permutacao simples e sobre a combinacao simples, suas principais
defini¢oes e teoremas, além de exemplificar algumas aplicagoes e teve como principais
referéncias (MORGADO, CARVALHO; 2015) e (LIMA, WAGNER, MORGADO, CAR-
VALHO; 2016).

2.3.1 Principio Multiplicativo

Se uma decisao D; puder ser tomada de x modos, e uma vez tomada a decisao Dy, a
decisao Dy puder ser tomada de y modos, entao o nimero de modos de tomar sucessiva-

mente as decisoes D; e Dy é xy.

Exemplo 3. Uma bandeira € formada por quatro listras, que devem ser coloridas usando-
se apenas as cores amarelo, branco e cinza, nao devendo listras adjacentes ter mesma cor.

De quantos modos pode ser colorida a bandeira?

Solugao: A primeira listra pode ser colorida de 3 modos, a segunda de 2 modos (nao

podemos usar a cor empregada na primeira listra), a terceira de 2 modos (nao podemos
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usar a cor empregada na segunda listra), e a quarta de 2 modos (ndo podemos usar a cor
empregada na terceira listra). A resposta é 3-2-2-2 =24,
2.3.2 Permutacao Simples

Para ordenar em fila n objetos distintos, a quantidade de modos que se pode ordena-los
chama-se permutagao simples, que pode ser calculado pela expressao

nn—1)---2-1=nl!
Ou seja,
P, =nl

Exemplo 4. Quantos sdo os anagramas da palavra PRATICO?
Solucdo: Cada anagrama de PRATICO nada mais é que uma ordenacéo das letras P, R,
A, T, 1, Ce O. Assim, o nimero de anagramas da palavra PRATICO ¢ P; = 7! = 5040.
2.3.3 Combinacao Simples

Para resolver problemas de combinacoes simples, no qual deve-se tomar p entre os n
objetos equivale a dividir os n objetos em um grupo de p objetos, que sao selecionados,

e um grupo de n — p objetos, que sao os nao-selecionados. Em outras palavras,

modos.

Exemplo 5. Com 5 homens e J mulheres, quantas comissoes de 5 pessoas com exatamente

3 homens podemm ser formadas?

Solucao: Deve-se escolher 3 dos 5 homens e 2 das 3 mulheres, e isso pode ser calculado

fazendo

comissoes.
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2.4 Progressao

Progressoes sao sequéncias numéricas que sao determinadas por um termo inicial e
um valor que se deve atribuir, somando ou multiplicando ao termo inicial, chamada ra-
zao. Neste topico, seré falado um pouco sobre as progressoes aritmética e geométrica, suas
principais defini¢oes e teoremas, além de exemplificar algumas aplicagoes e teve como prin-
cipais referéncias (MORGADO, CARVALHO; 2015) e (LIMA, WAGNER, MORGADO,
CARVALHO; 2016).

2.4.1 Progressao Aritmética

Segundo LIMA, WAGNER, MORGADO, CARVALHO (2016), uma Progressao Arit-
mética é uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo, ¢ igual a soma
do anterior com uma constante r. Esta constante r, tal que r € R, é chamada de razao
da progressao aritmética.

Usaremos a abreviacao P.A. para simplificar a expressao progressao aritmética.

Exemplo 6. "As sequéncias (5, 8, 11, 14,...) e (7, 5, 3, 1,...) sao progressoes aritmé-
ticas de razoes 3 e —2 respectivamente."(LIMA, WAGNER, MORGADO, CARVALHO;
2016, p.1).

Proposicao 2.2: Note que a equagao que determina os termos dessas sequéncias é
dada por
an =a; + (n—1)r. (1)

Demonstra¢ao. Como a1 = a, + 1, 1 € N, temos:

a, = Qai+ T,
ag = Qg + T,
a = Qs + T,
a, = Qan_1-+7.

Adicionando membro a membro as igualdades e fazendo as simplificagoes adequadas pro-

vamos (2.2).
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Proposicao 2.3: A equacao que determina a soma dos n-termos é dada por:

(an+a1) ‘n

Sn = 5

Demonstracao. Temos S, = a; +as+ ...+ an_1 + a, e, escrevendo a soma de tras pra
frente, S, = an + an_1 + ...+ as + a;. Dai, adicionando membro a membro as duas

igualdades acima, temos:
2-Sp=(ar+an)+(ag+an_y)+(ag+ans)+... 4+ (an_y +az) + (an + ai).

Observe que, em cada parénteses a partir do segundo, a primeira parcela aumenta de
T e a segunda parcela diminui de r em relacao as parcelas de paréntese anterior, o que nao
altera a soma. Portanto, todos os parénteses sao iguais ao primeiro (a; + an). Como sao

N parénteses, temos:

(a1 + ap)n

2-S,=(ag+a)n—=—= S, = 5

]

Observe que, se r # 0, S;, é um polindmio do 2° grau em n desprovido do termo
independente. Se r = 0, S;; é um polinémio de grau menor que 2 sem termo independente.

Reciprocamente, todo polinomio do segundo grau em n, desprovido do termo desco-
nhecido, é o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progressao aritmética.

Com efeito, tem—se:

(al + an)n
2

(a1+a1+(n—1)-r)-n
2
(2-a1+(n—1)-r>-n

2
2-a;-n+mm?—m
2
™m N (2-a1—r)n.

2 2

2
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Fazendo a = % eb=a; — %, tem-se.
S, = an? + bn.
Define—se o operador A como o operador diferenca tal que
Aa, = any1 — An.

Logo, uma sequéncia A, é uma progressao aritmética se, e somente se, para todo
n € N, o valor de

Aan = any1 —ap

¢ uma constante.
Uma progressao aritmética de segunda ordem ¢ uma sequéncia A, n € N, na qual os
operadores diferencas Aa, = a1 — a, entre cada termo e o termo anterior forma uma

progressao nao—estacionéaria.

Exemplo 7. A sequéncia A, = (1, 3, 6, 10, 15, 21,...) € uma progressao aritmética
de sequnda ordem pois a sequéncia b, = Aan, = adny1—an = (2, 3, 4, 5, 6,...) € uma

P.A. nao—estaciondria de razao r = 1.

De modo geral, uma progressao aritmética de ordem k, (k > 2) é uma sequéncia na
qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior forma uma progressao aritmética de

ordem k — 1.

Observacgao 1. Todo polinémio do sequndo grau em M representa o valor de um termo

de uma progressao aritmética de ordem 2.

Com efeito, temos que em um polinémio do segundo grau a, = an? 4+ bn + ¢, com

a # 0, tem-se:

Aa, = apy1—an
= amn+1)2+bn+1)+c—(an*+bn+c)
= an’+2an+a+bn+b—an’—bn

= 2an+a+b.

18



Fazendo b = —2a e a razao r = 2a, temos

Aa, = 2an+a+ (—2a)
= a+(n—1)2a

= a+(n—1)r.

Logo, o operador diferenca é um termo de uma P.A. Portanto, todo polinémio do
segundo grau em n representa os termos de uma progressao aritmética de segunda ordem.

Reciprocamente, se a,, ¢ uma P.A de segunda ordem, cada termo sera um polinémio
de segundo grau em m.

De fato, temos que se b, = Aa, = an,;1 — ap € um termo de uma progressao
aritmética, logo by + by + ... + b,, = S;; como ja foi demonstrado, é um polinémio do

segundo grau em n. Por outro lado, temos que
bi+bo+...+by=(ac—a))+(az—a) +...+ (Any1 —an) = ans1 —

ou seja, An+1 — a1 = Sy, logo a1 — a; é um polindmio de grau 2 em n.

Sendo assim, a,; é um polinémio de grau 2 em n, o que implica que a,, também o
é.

n
Teorema 1. Sejamp € N en € N, entao 1P 427 +3P +...nP = ka € um polindmio
k=1

de graup +1 em n.
Demonstrag¢ao. Provaremos por inducao sobre p:

i) Para p = 1, temos que

nn+1 n?+n
1+2+3+...4+n= (2 ) _ ;o

que é um polinémio do segundo grau, o que prova para p = 1.

ii) Tomemos valido para p = s qualquer, ou seja,
n
142543 +..n" =) k*,
k=1
¢ um polindmio de grau s + 1.
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Provaremos para p = s + 1, ou seja,

n

1s+1 + 2s+1 + 3s+1 + .. .ns+1 — Z ks+1
k=1

¢ um polindmio de grau s + 2.

De fato, usando a desenvolvimento binomial da expressao

(a+b)" Zan a™ k. bk,
k=0

onde C,, x ¢ a combinagao de n elementos em k posigoes.

Dai, temos que,

(k—|— 1)s+2 — C(s—|—2 ks+ + C (542 ks+1 o+ C(s+2 ks+2 n

_ (s +2)! s (s +2)! e
—0((s +2) —0)! K U((s+2)—1)! LARR TS
_o(s+2) o, (s+2)

T (s +2)! K T A

_ (420 (s+2)(s+1)!

N (s+2)!'k+2 G+ 1)l K441

= K2+ (s+2)kSTH 4. 41,

onde os termos que nao foram escritos explicitamente formam um polinémio de grau s
em k.

Temos ainda que

n n

ik—’_l s+2 st+2+(s+2)zks+1+]:(n)
k=1

k=1 k=1

onde F(n) é um polinémio de grau s + 1 em n pela hipotese de inducao.
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Simplificando os termos comuns aos dois primeiros somatorios, obtemos

M+1)*2 =1+ (s+2) st“ +F(n).

k=1
Dai,
i pett _ (M1 —1—Fn)
— s+2
¢ um polindmio de grau s + 2 em N, como queriamos provar. 0

Corolario 1. Se F,, € um polindomio de grau p, entao ZF(k) € um polindmio de grau

k=1
p+1emmn.

Exemplo 8. Determine S, = Z k(k+2), onde n € N.
k=1

Solug¢ao: Notemos inicialmente que

Sn o= ) k(k+2)
k=1
= 1-(1+2)4+2-24+2)+...+n-(m+2)
= 1-342-44...4n-(n+2)

= 34+84+...+4n-(n+2).
Note também que a, = (3, 8, 15, 24,...) é uma P.A de 2 ordem, ja que

Aay = 8—3=5
Aay = 15—-8=7

ACL3 = 24—15=9

onde b, =5,7,9,... ¢ uma P.A.

n
Pelo corolario acima, S, = Z k(k 4+ 2) ¢ um polinomio do 3° grau, ou seja,
k=1

Sp=an®*+bn?*+cn+d.

Atribuindo a n, os valores 1, 2, 3 e 4, temos que S; = 3, S, =3+ 8 =11, S5 =
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34+8+15=26e S, =3+8+ 15+ 24 =50. Assim,

.

at+b+c+d = 3
Ta+3b+c = 8
Sa+4b+2c+d = 11 12a+2b = 7
- 19a+5b+c¢c = 15 =
27a+9b+3c+d = 26 18a+2b = 9
37a+7b+c = 24
64a+16b+4c+d = 50

Logo, tem-se

1 3 7
a 3, 2, Cc 6 (¢
Consequentemente,
L3 3 5,7
Sn—STl +2n +6n.

Teorema 2. A sequéncia A, € uma progressao aritmética de ordem p, (p = 2) se, e

somente se, cada termo a, € dado por um polindmio de grau p em M.
Demonstra¢ao. Vamos proceder por indugao em p.

(i) Para p =2, o teorema ja foi provado anteriormente na "Obs 1".

(ii) Tomando valida para p = k, como hipdtese de indugao, isto ¢, se A, ¢ uma P.A. de
ordem k, entao a,, ¢ um polindémio de grau k em n; provaremos entao a validez para
p = k+1. Se A,, é uma progressao aritmética de ordem k+1, b, = Aa, = an1—an
¢ uma progressao aritmética de ordem k e, pela hipotese de inducao, b,, é um

polinémio de grau k em n.

Entao,
n
Zbkz(02—01)+((13—(12)+(a4—a3)+--~+(an+1—an) =0Qn+1 — A
k=1

é, pelo corolario anterior, um polinémio de grau k + 1.

Logo, an+1 — a; ¢ um polinémio de grau k + 1, o que implica dizer que a,, 1 € um
polindmio de grau k + 1.

Portanto, a, é um polinémio de grau k + 1.

Reciprocamente, se a,, ¢ um polindmio de grau s + 1, em n, Aa, é um polinémio
de grau s em n. De fato, pela hipotese de indugao, Aa, é um progressao aritmética de

ordem s, ou seja, A,, € uma progressao aritmética de ordem s + 1.
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2.4.2 Progressao Geométrica

Uma progressao geométrica ¢ uma sequéncia numérica recursiva na qual cada termo,
a partir do segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante q. Esta
constante ¢, tal que q € R, e q # 0, é chamada de razao da progressao geométrica. Usa-
remos a abreviagao P.G. para simplificar a expressao Progressao Geométrica. A equagao

que determina os termos dessa sequéncia é dada por

Demonstrag¢ao. Como a,, = an_; - q, para todo n € N, temos:

Ay = al'qa
as = a2-(,
a, = a3'q7
an = Qan-1-9.

Multiplicando membro a membro as igualdades e fazendo as simplificacoes adequadas

temos:

A soma dos n termos de uma progressao geométrica é dada por:

a;- (gt —1)
(g—1) ~

De fato, tomemos S;, = a; + as + ... + a,—1 + a,. Multiplicando por g, obtemos

Sn = com # 1.

qg-Sn = q-a;+q-a2+...+q-ap1+g-an

= ayt+az+...+an+ any1-
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Subtraindo essas equacoes, temos

Sn_q'sn = a1 — Qn41 =

Shn-(l—q) = ay—a;-q" =
a; - (1—q")
(1—q)

a; - (q"—1)
(q—1)

Shn =

Se a razao da P.G. é q € R tal que |q] < 1, entdo a soma dos infinitos termos dessa P.G.

converge para
a

S =
l—q

De fato, como |q| < 1, tem-se que lim q™ = 0. Segue que
n—oo

a; - (q" —1)
Sp = ——MmM8—
(q—1)
oa-qt . m
(q—1) (q—1)
Aplicando o limite, tem-se
. o Rt n_ o ap
i Se = lim ey i gt = i e
logo
e B
(q—1) (1—q)

2.5 Sequéncias Recursivas

Uma sequéncia é uma recorréncia quando a partir de um certo termo todos os termos
sao dados em fungao do(s) termo(s) anterior(es). Neste topico, sera falado um pouco
sobre as recorréncias de primeira e segunda ordem, suas principais defini¢oes e teoremas,

além de exemplificar algumas aplicagoes e teve como principais referéncias (MORGADO,

CARVALHO; 2015) e (LIMA, WAGNER, MORGADO, CARVALHO; 2016).
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2.5.1 Recorréncias

As recorréncias podem ser apresentadas através de uma equacgao onde, a partir de
um certo termo, determina cada termo posterior em funcao dos anteriores, ou por uma

expressao ou “formula fechada” que associa o termo x,, a cada nimero natural n.

Exemplo 9. Uma sequéncia cujo primeiro termo € x; = 1 e cada termo a partir do

sequndo € dado por X, =M - Xn_1.

Dessa forma a sequéncia fica X,, = (1, 2, 6, 24, 120, 720,...). Por outro lado, sua
expressao matematica é

Xn = n!

para todo natural n.

As equagodes de recorréncias podem ser classificadas de acordo com a sua ordem, com
a homogeneidade e linearidade.

A ordem de uma recorréncia é a diferenca entre o maior e o menor dos indices dos
termos de sua equagao.

A equacao X, = Xn_2 — Xn_4, cOm M < 5 representa uma recorréncia de 4° ordem.

Uma recorréncia é dita “homogénea” quando cada termo depende exclusivamente dos

anteriores. Por exemplo, a equacao

Xnt2 =2 Xny1 + Xn.

Em contrapartida, uma recorréncia ¢ dita “nao—homogénea” quando além de depender
dos termos anteriores, cada elemento da sequéncia também estd em fungao de um termo

independente. Por exemplo, a equacgao

Xnt2 =5 Xngp1 +6-xn +2™

2.5.2 Recorréncia linear de 1? ordem

Uma recorréncia linear de 1* ordem expressa x, 1 em funcao de x,,, ela sera linear se,

e somente se, sua equacao for da forma:

Xnt1 = g(n)xn +h(n),
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com g(n) # 0 para todon € N.

Se h(n) = 0, temos uma recorréncia linear homogénea de 1* ordem e, caso contrario,
temos uma recorréncia linear nao—homogénea de 1* ordem.

As equacoes Xpy1 = 3 Xn +N? e X4 = N - Xn representam recorréncias lineares
de 1? ordem. A equacao Xni1 = (xn)® representa uma recorréncia de 1* ordem, porém

nao-linear.
Exemplo 10. Resolva a recorréncia X1 = N.Xn, para X; = 1.

Variando os valores de n, temos:

Xg = 1-xq,
X3 = 2-Xg,
Xy = 3'X37
Xn = (M—1) X1

Multiplicando os termos dos 1° e 2° membros das equacgoes, e efetuando as devidas sim-
plificagoes, temos:

Xn =% (n—1)!

Como x; = 1, temos que x,, = (n — 1)
O texto a seguir define melhor as Recorréncias Lineares de 1* ordem, exemplifica e
cita seus principais teoremas.

Uma Recorréncia linear nao-homogénea de 1* ordem ¢ a recorréncia do tipo

Xn+1 = 9(“) “Xn + h(“)a

onde g(n) # 0 e h(n) # 0 para todo n € N. Os casos de mais simples resolu¢ao sao

aqueles onde g(n) = 1.

Exemplo 11. Resolva a recorréncia nao homogénea Xn41 = Xn + 2™, para x; = 1.
+ ’
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Variando os valores de n, temos:

Xy = X1+2,
_ 2
X3 = X942 ,
_ 3
X4y = X342 ,
— n—1
Xn = Xn—1+2 .

Adicionando os termos dos 1°e 2° membros das equagoes e efetuando as devidas simplifi-

cagoes, temos:

Xn = X1 +2+224+22 4. . 420!
= 1424+224+2% 4+ . 4o
= 2049t 4024934 4 ont

1-(2n—1)
2—1

= 2" —1

Transformacgao da recorréncia x,,; = g(n) - x, + h(n) em yn,1 =yn + f(n)
Podemos transformar qualquer recorréncia linear de 1* ordem em uma outra da forma

Xn41 = Xn + f(n)

Teorema 3. Se a,, € uma solugao nao-nula de X1 = g(n)-xn, com g(n) # 0, para todo

n € N, entao a substitui¢cao X, = Qn - Yn transforma a recorréncia linear de 1* ordem

n

gn'an

Xnt1 = gM) - xn +h(n) em Yni1 =yn +

Demonstragao. A substitui¢do x, = a, - yn transforma x,,,1 = g(n)x,, + h(n) em

Ont1 - Yntt = g(M) - an - yn + h(n).

Mas an 1 = g(n) - a,, pois por hipdtese a,, é uma solu¢ao nao—nula de
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Xn+1 = g(n) - x,. Dai a equacao se transforma em:

An+1  Ynt+1 = Q(n) *Qn " Yn + h(TL) =
Q(TL) *an *Yn4+1 = 9(“) “Qn " Yn + h(n) =
B N h(n)
yn+1 - yn gn ] an-

Exemplo 12. Resolva a recorréncia Xn11 = 2Xn + 1, com x; = 2.

Solucao: Tomando a equacao homogénea x,, 1 = 2x,, referente a equacao de recorréncia

Xni1 = 2Xn + 1, temos:

Xo = 2X1 ,
X3 = 2Xa,
X4 = 2X3,
Xn = 2Xn71 .

Multiplicando os termos dos 1° e 2° membros das equagoes, e efetuando as devidas sim-

plificacoes, temos:

2TL—1

Xn = - X1.

Tomando a; = 1, temos a, = 2™ ! uma solucao particular ndo-nula de X411 = 2xn.

Fazendo a substituicao x, = 2™ 'y, em xn 41 = 2x,, + 1, obtemos

2n'yn+1:2n'yn+la

ou seja, Yn4+1 =Yn +27 .
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Dai segue:

Yo = yi+27,
Ys = Yo +277%

Ya = Y3 + 2737

Yn = yn—1+2_(n_1)~

Adicionando os termos do 1° e 2° membros das equagoes, e efetuando as devidas

simplificacoes, temos:

Yn = Yy +2 14224234 4o (0D
2727 )t =1l

271 -1
= y, -2+ 1

= y1+

Como x, = 2" 1y, e x; = 2, temos que y; = 2. Por tanto, y, = y; — 21" + 1
implica em Yy, =2 — 2"+ 1, logo Yy, = 3 — 2™, Daf temos que x, = 2" 1y, implica

em X, =21 (3 -2, logo X, =3 -2 — 1.

2.5.3 Recorréncia linear de 22 ordem

Uma recorréncia linear é dita de 2* ordem quando cada termo definido pela equagao
de recorréncia depende dos dois termos imediatamente anteriores a ele. Assim, uma

recorréncia linear de 2* ordem é a equagao do tipo

Xne2 = f(N) - Xni1 + g(n) - xn +h(n),

onde g(n) é uma fungao nao—nula.

Se h(n) = 0 entdo a recorréncia é homogénea, e se h(n) # 0 entdo ela serd nao—
homogénea.

Consideremos a equacgao de recorréncia Xp;2 = @ - Xny1 + b - X, onde a e b sao
constantes reais, com b # 0. Para cada equagao dessa forma vamos associar uma equagao

do 2 grau, x> = a-x + b, que chamaremos equacao caracteristica da recorréncia.
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Denotaremos por « e 3 as raizes da equagao caracteristica. Como b # 0 temos que
zero nao é raiz da equagao caracteristica. Ou seja, se b # 0 entao « # 0 e 3 # 0.

Dada a equacao x> = a-x + b, temos que se & e 3 sdo suas raizes, entdo a = x + 3 e
b=—x-p.

Veremos a seguir, como encontrar a solucao de uma recorréncia cujos valores iniciais

S0 Xg e X1 e cuja equacao seja da forma:
Xni2 = (C+B) - Xnp1— 0 B-Xn.

Teorema 4. Se as raizes da equagdo caracteristica x> +p-x+q = 0 sdo x e B, com
& # B, entdo xn, = A - a™+ B - " € solugcao da recorréncia Xni2+P - Xni1+q-xXn =0,
quaisquer que sejam as constantes A e B.

Demonstragao. Substituindo x,, = A-a™+B-3™ na recorréncia Xn2+p-Xni1+q-xn =0,

obtemos:

A'O(n+2+B'Bn+2+p'A‘0(n+l+P'B'Bn+1+q‘A'(Xn+q'B‘Bn —
Ao (®+p-a+q)+B-B™-(B*+pB+q) =
A-a"-0+B-B™-0 = 0,

para todo A e B. Isso ¢ verdade pois por hipétese « e B sao raizes de x> +p-x+q = 0,
logo &> +p-ax+q=0eP?+pp+q=0.
O

Teorema 5. Se as raizes de x> + px + q = 0 sdo, «x # B, entdo todas as solucoes da

TeCOTTENCIq Xn 2+ PXn+1+qXn = 0 sao da forma a,, = Ax™+Bp™, com A e B constantes.

Demonstragao. Seja Yy, uma solugao qualquer de X, 12 +PpXni1+gxn = 0. Determinemos

constantes A e B que sejam solugoes do sistema:

Ax+Bp = y;
A0(2 + BBQ = Ya
isto é,

_ B —By: g oy —ofy,
BB — o) BB — o)
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Isso é possivel pois x # 3, x #0 e  # 0.
Afirmamos que Yy, = Ax™ + B™ para todo n natural, o que provara o Teorema.
Com efeito, tomando z,, =y, — Ax™ — BR™, mostraremos que z,, = 0 para todo n

natural. Logo,

Zn+2 +pzn+1 + an - (yn+2 +pyn+1 + qyn) _A(xn((x? ‘f’POC‘f‘ CI) - Bﬁn(ﬁg +Pf3 + Cl)

Note que Yniy2 +PYn+1 + qyn = 0, porque yn, € solucao de xny2 +pxni1 + qxn = 0.

Notemos também que &? + pax+q = B2+ pp + q = 0, pois « e B sdo as raizes de
x? +px+q=0. juntos, zni2 + Pzni1 + qzn = 0.

Além disso, como Ax+ BB =y; e Ao + BR? = y,, temos que

zi = y—Aax' —Bp'

= Y1—4Y1
= 0,

e
zy = Ys—Aa’ —Bp’
= y,— (Ao + Bp?)
= Y2 —Y2
= 0.
Portanto, z; = zo = 0. Logo, como zn42 + Pzni1 + qzn = 0 e 2y = zo = 0 entao
z,, = 0 para todo n natural. O

Podemos, a partir desse tltimo teorema, afirmar que basta conhecer o valor de dois
termos de uma recorréncia da forma: X9 +pXxni1 + qxn =0, onde « e 3 sao raizes da
equagao caracteristica, com « # [3, para encontrar a sua solugao.

Podemos resolver um sistema de equagoes para encontrar os valores de A e B na

solugao.

31



Exemplo 13. Resolva a recorréncia Xnio + 3Xni1 — 4xn =0, com n € N.

Solucdo: Sua equacdo caracteristica é x? + 3x —4 = 0, onde suas raizes sao 1 e —4.
Portanto, pelo Teorema acima temos a, = A + B - (—4)", onde A e B sdo constantes

arbitrarias.
Teorema 6. Se as raizes de x> +px + q = 0 sdo iguais, tais que x = = T, entdo
Xn = AT+ NBr™ € solucao da recorréncia Xnio +PXni1+ qxn = 0, quaisquer que sejam

0s valores das constantes A e B.

Demonstragao. Se as raizes sao iguais entao r = —g. Substituindo x,, = Ar™ +nBr™ na

recorréncia Xn 42 + pXn+1 + qxn = 0, obtemos:

A2 4 (M +2)Br T 4 p(Ar™ T+ (4 1B ) + (AT 4+ nBrt) =
AT (2 +pr+q)+ B (P +pr+q) + B (2r +p) =
AT -0+ Bnr-0+Brmtt.0 = 0.

[]

Teorema 7. Se as raizes de x> + px + q = 0 sdo iguais, x = B = T, entio todas as
solugoes da recorréncia Xni2 + PXni1 + dxn =0 sao da forma a, = Ar™ +Bnr™, com A

e B constantes.

Demonstragao. Seja Yy, uma solucao qualquer de X192 +PpXni1 +qxn = 0. Dai A e B

sao as solucoes do sistema de equagoes:

Ar+Br = y;
Ar?+2.Br? = y,

ou seja,
A=oYt_ Y2 p_Y27 U

2 T2
Isso é possivel pois r # 0. Afirmamos que y, = Ar™ +nBr™, para todo n € N, o que
provara o teorema.
De fato, seja z, = yn — Ar™ —nBr™. Mostraremos que z,, = 0, para todo n € N.

Temos:

Zn12HPZni1+9Zn = (Yni2tPYn 1 +qyn) —AT™ (P2 4pr+-q)—nBr™ (r*4+pr4-q)—Br™ T (2r+p).
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Nessa soma, temos que (Yn+2 +PYns+1 + qyn) = 0, pois Yy, ¢ solugao da recorréncia

em questdo. Como T é raiz da equacao x> + px + q = 0 a segunda e terceira parcela se

igualam a zero; e 2r+p =0, jd que x = 3 =1, logo, r = _g_
Entao, zni2 + Pzni1 + qzn = 0. Além disso, como Ar + Br =y; e Ar? + 2Br? =y,
temos
z, = y —Ar —1Br!

= y; — (Ar+Br)

= Y1 — Y1

= 07
e

zy = yY;— Ar? —2Br?
= Yo — (Ar? 4+ 2Br?)
= Y2—Y2
= 0.
Mas, se zn12+Pzni1+9zn =0,ez; =0e zy =0, entao z,, =0, paratodon € N. [
Exemplo 14. Resolva a recorréncia Xn o — 4Xn 11 + 4x, = 0.

Solucio: Sua equacao caracteristica é x? — 4x + 4 = 0, onde suas raizes sao iguais a
2. Portanto, pelo Teorema acima temos a,, = A2™ + Bn2"™, onde A e B sao constantes
arbitrérias.

O teorema a seguir transforma uma recorréncia linear de 2* ordem nao—homogénea é

uma homogénea.

Teorema 8. Se a,, € uma solu¢ao da equag¢io Xni2 + PXni1 + qxn = f(N), entio a

substituicao xn = an + Yn transforma a equacao em Ynia + pYn+1 + qyn = 0.

Demonstra¢ao. Substituir x,, por a, + Yn na equagao, obtemos

(an+2 +pan+1 + qan) + (yn+2 + Pyn+1 + qyn) - f(ﬂ,)
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Mas ani2 + pani1 + qa, = f(n), pois a,, é uma solugao da equagao

Xn+2 T PXnt1 + qXn = f(TL)

Logo, a equacao se transforma em

(an+2 +pan+1 + qan) + (Un—!—? +pyn+1 + qyn) - f(TL) =
f(n) + (Yns2 + PYnt1 + qun) = f(n) =

Ynt2 +PYns1 +qyn = 0.

Exemplo 15. Resolva a recorréncia X9 — 6Xni1 + 8Xn =N+ 3™.

Solucao: A equagao caracteristica da equagao homogénea da recorréncia

Xnt2 — 6Xny1 +8xn =n + 3"

& x2 —6x + 8 = 0, cujas rafzes sao « = 2 e B = 4. Portanto, a solucao da homogénea
Xnio —06Xni1+8xn=0¢

h,=A-2"+B-4™

Encontraremos agora uma solucao t, da recorréncia X, o —6Xn 11 + 8 =N+ 3™. Isso
se dar por tentativa, ou seja, devemos imaginar que t, seja a soma de um polindémio do
primeiro grau com uma exponencial de base 3, logo tentaremos t, = An+ B + C-3™.

Substituindo em X, 9 — 6Xn41 + 8 =N+ 3™, temos

(AmM+2)+B+C-3""?) —6(AmM+1)+B+C-3""") +8(An+B+C-3") =
= An+2A+B+9C-3"—6An—6A—6B—3-6-C-3"+8An+8B+8C-3"
= 3An+3B—4A—C.3"

= n4+3™

Logo t,, sera solugao se 3An =n, 3B —4A =0 e —C = 1. Sendo assim, A =
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1
C=-—1. Dai, t, = 3 ‘n+ 9 3™. Portanto, a solucao da recorréncia nao homogénea é

1 4
Xn=hn bty =A-2" 4B 4"+ oon o -3
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3 Problemas sobre Sequéncias Recursivas ao Nivel Mé-
dio

Varios problemas sobre sequéncias recursivas ja foram e serao aplicados a alunos de
nivel médio. Problemas esses, ministrados em concursos, seletivos e exames de acesso a
instituicoes de ensino superior. Neste capitulo seré falado um pouco sobre alguns desses
problemas, e suas principais referéncias sao (MORGADO, CARVALHO; 2015), (LIMA,
WAGNER, MORGADO, CARVALHO; 2016), (COHEN,VILLARD;), (FUVEST), (ITA),
(IME), (ENAP) e (ESPM).

3.1 Torre de Handi

A Torre de Hanéi é um dos quebra-cabecas mateméticos mais populares, também
conhecida por torre do bramanismo ou quebra-cabecas do fim do mundo, foi publicada
em 1883 pelo matematico frances Edouard Lucas com o pseudénimo Prof. N. Claus (de
Siam), um anagrama de seu nome. A publicagao dizia que o jogo vinha do Vietna, sendo
popular também na China e no Japao e acompanhava a caixa do quebra-cabegas.

O problema da Torre de Hanoi envolve um ambiente formado por uma base contendo
3 pinos, onde, em um deles, ha uma pilha de discos furados no meio e de didmetros
diferentes ordenados de forma que o disco maior esteja em baixo e o menor esteja em

cima, formando assim uma torre.

Fonte: donapitoquinha.com.br

O problema consiste na transferéncia da torre de um pino a outro, obedecendo as

seguintes restricoes:
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a) So6 é possivel movimentar um disco por vez para qualquer pino;
b) Um disco maior nunca podera ser colocado sobre um menor;
¢) A solugao devera ser encontrada com o menor nimero de passos possivel.

O numero de discos pode variar sendo que o mais simples contém apenas trés.
Com base nisso, faz—se o estudo do ntumero da quantidades minimas de movimentos

necessarios para a realizacao de todas as transferéncias.

Tabela 1 — nlimero minimo de movimentos para 6 pecas

Quantidade de Quant. de movimentos de cada peca Total de
discos das torres | P¢1 | P¢2 | P¢3 | Pc4|P¢S5| Pc6 | movimentos
1 1 0 0 0 0 0 1
2 2 1 0 0 0 0 3
3 4 2 1 0 0 0 7
4 8 4 2 1 0 0 15
5 16 8 4 2 1 0 31
6 32 | 16 8 4 2 1 63

Fonte: Proveniente de tentativas dos alunos ao jogar

Essa sequéncia formada pelos nimeros que representa a quantidades minimas de movi-

mentos necessarios para a realizagao de todas as transferéncias é uma sequéncia recursiva.

3.1.1 Dedugao da Equagao de Recorréncia

Considerando n € N e tomando h,,_; 0 nimero minimo de movimentos para transferir
n — 1 discos de uma haste para outra.

Como sao trés hastes, entao ha h,,_; movimentos para transferir os n — 1 discos da
primeira haste para a segunda. Como o n-ésimo disco é o maior de todos, entao ele nao
interfere no processo, logo faz-se mais um movimento, levando-o para a terceira haste.
Em seguida, da-se mais h,,_; movimentos para transferir os n—1 discos da segunda haste
para a terceira.

Portanto, para transferir os n discos de uma haste para outra sao necessarios

ou seja, h, = 2h,_; + 1, para todo natural n > 1.
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3.1.2 Calculo de Recorréncia

Paran =1, isto é, para um disco, basta um movimento para transferi-lo de uma haste
para outra, logo h; = 1. Como h,, = 2h,;_; + 1 é uma recorréncia nao homogénea de
1* ordem, entao tomemos a,, uma solucao nao nula da homogénea h, = 2h,, 1, logo,

a, = 2a,_1, e também temos,

ax = 2(11,
az = 2ay,
a; = 2as,
ani1 = 20an.

Multiplicando membro a membro e fazendo as simplificagoes adequadas temos
n
Ap1 = 2™ ap.
Tomando a; =1, temos a,, 1 = 2™. Fazendo hyy11 = @ni1 - Yny1, temos

hayt = 2h,+1=
Gni1 Yny1 = 20n-Ynt+1=

MY = 2-2% Ly +1=

1
Ynt1 = Ynt o
Resolvendo essa recorréncia temos:
1
Ya = y1+§,
1
Ys = 924—?,
1
Yg = U3+§,
1
Yn = yn71+F.
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Adicionando membro a membro e fazendo as simplificagdes adequadas temos

1 1 1 1
ynzyl+ §+§+§+---+2n71

Note que hy = a;-y; <= 1=1-y; <= y; = 1. Tem-se também que, a soma dos termos

da P.G. acima é

—_
[u—
—_
—
DN |
VR
VR
N | —
~~
3
L
|
—_
~~

DN |
VR
[\
3 =
L
|
[
N~

Logo,

Yn = 14+1-—

__2n—1
2m—1
2n—1'

2" —1
2n—1
Usaremos inducao para verificar que a regra acima é valida para todo natural n > 0.

= 2" —1. Portanto h, =2™ — 1.

Como h,, = a,, - yn, temos h,, =2n1.

i) Para n = 1, sera vélida a regra pois hy = 2! —1 = 1, satisfazendo o que ja foi dito

anteriormente.

ii) Tomando valida a regra para um n = k, ou seja, hy = 2% — 1, provaremos para

n=%k+ 1.
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Com efeito temos que

hk+1 - 2hk+1

= 2. (2"—1)+1
= o2&l 9241
— 2k+1_1

o que verifica a regra.
Uma aplicacao deste problema ocorreu em 2011 no Exame Nacional do Ensino Médio

— Enem. Tal questao esta citada a seguir.

Problema 1 (Enem 2011). A torre de Handi é um jogo que tem o objetivo de mover todos
os discos de uma haste para outra, utilizando o menor numero possivel de movimento,

respeitando-se as regras. As regras sao:

1. um disco maior nao pode ser colocado sobre um disco menor;
2. pode-se mover um unico disco por vez;
3. um disco deve estar sempre em uma das trés hastes ou em movimento.

Usando a torre de Hanoi e baseando-se nas regras do jogo, podemos montar uma tabela

entre o nimero de pecas (X) e o nimero minimo de movimentos (Y):

Numero de pecas | Numero minimo de movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15

A relacao entre (X) e (Y) €
a) Y=2% —1
b)Y =2%X"1
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c) Y =2%
d)Y=2-X—1
e) Y=2-X—4

Solu¢ao: Observando a tabela, podemos garantir que a alternativa correspondente ao
gabarito desse problema do Enem 2011 ¢é a letra A.

O resultado também comprova o que foi demonstrado anteriormente.

3.2 Permutacao Caédtica

Em analise combinatoéria, um desarranjo, também conhecido como permutacao cadtica
ou derangement (do francés) é uma espécie de permutacao em que nenhum elemento do
conjunto permanece na mesma posic¢ao.

O numero de permutagoes cadticas de n elementos poderé ser representado tanto por
uma equacao de recorréncia, como por uma regra matematica em funcao de n, é o que

mostraremos a seguir.

3.2.1 Deducao da Equacao de Recorréncia

Tomaremos D, ;2 0 nimero de permutagoes simples dos niimeros 1, 2, ... , n, n+1
e n + 2 nos quais nenhum desses elementos ocupa seu lugar primitivo. Tomando D,
como sendo o nimero de permutagoes cadticas com m elementos e Dy, 1 0 niimero de

permutacoes cadticas com n + 1 elementos, teremos:
i) Permutac@o em que o 1 ocuparé a posigao do nimero que ocupara o primeiro lugar.

Como sao n + 2 numeros, incluindo o 1, entao tem-se (n + 1) possibilidades para o
nimero que permutarda com o 1. Logo, tanto o nimero escolhido, como o 1, que ocupara
seu lugar, nao estarao em seus lugares primitivos. Como sobram n elementos, e existem
D, permutacoes cadticas entre eles, entao havera (n+ 1) - D, permutacoes cadticas com

n + 2 elementos.

ii) Permutagdo em que o 1 ndo ocupara a posi¢do do nimero que ocupara o primeiro

lugar.
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Neste caso, havera (n + 1) possibilidades para escolher o lugar onde o 1 ficara. Como
sobram (n + 1) elementos, havera D, ,; permutacoes cadticas entre eles. Logo, havera
(n+1) - Dn,1 permutagoes cadticas com n + 2 elementos.

Portanto, segue que o nimero de permutacao cadtica entre n + 2 elementos sera

Dn+2 - (n+1)'Dn+(n+1)'Dn+1

= (m+1)-(Dn+Dni)

3.2.2 Calculo de Recorréncia

Notemos que Dpjo = (n+ 1) - (D, + Dyy1) € uma recorréncia de 2* ordem cujos

coeficientes nao sao constantes, logo podemos rescrevé-la como:

Dn+2 = (Tl—l— 1) : (Dn + Dn+1)
= (n+1)- (Dn)+(n+1) (Dnt1)
= (Tl—i—l) : (Dn)+(n+1) : (Dn+1)+Dn+1_Dn+1

= (Tl—i— 1) ) (Dn) + (Tl—|—2) : (Dn+1) — D1

Dai, tem-se

Dn+2 - (Tl—|— 2) : (Dn+1) = (TL+ 1) : (Dn) - Dn+1
— Dy~ (+1)-Dy).

Segue dai que,

D3 —3D; = —(D;—2D,),
Dy —4D3; = —(D3—3D,),
D; —5Dy = —(D4,—4Ds),
D¢ —6Ds = —(D5—5Dy),
Dn - nanl - _(anl - (TL — 1)Dn72)-
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Multiplicando membro a membro as igualdades e fazendo as simplificacoes adequadas

temos:

Dn - nanl - (_1)1172 : (DZ - 2D1)

Como (—1)"2 = (—1)™, Dy = 1 e D; = 0, temos:

Dn - nanl - (_1)7172 : (D2 - 2D1)

Portanto, define-se,

Dn = (_1)n +nDy 1.

Uma recorréncia de 1* ordem nao homogénea. Tomaremos a, uma solugao nao nula

da homogénea D,, =nD,_;. Logo,

as = 3(12,
a, = 4(13,
as = 5ay,
An41 = (Tl + 1) *Qn.

Multiplicando membro a membro e fazendo as simplificagoes adequadas tem—se,

_ (n+1)!
Ant1 = o1 )
. n—+1)!
Tomando as; = 1, entao an 1 = (2—') Fazendo Dy 1 = any1 - Yn1, temos

Dn+1 - (_1)n+1 + (Tl—l— 1)Dn =

Anitl Yns1 = (D" 4+ 4+ Dan - yn =
(n+1)! n n!
o Ynet = (—1) “+(n+1)'§-yn$
2. (_1)n+1

Yn+l = Yn + (TL—f—l)!
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D 1
Note que ys = 2 =Z=1 Segue que,
as 1

2-(—1)3
Yz = 92+W7
2-(—1)*
Yg = U3+W;
2-(—1)°
Ys = Yot ———

5)

_ 2-(=1)"
Yn = yn—1+T-

Adicionando membro a membro as igualdades e fazendo as simplificagoes adequadas

tem—se
(—1)?  (=D*  (=1)° (="
L= 2.
Yn =W {(3)! Tr t e o
1 1 (—1)"
p— 1 2- —_— J—
* { Gt n!}
Segue que
Dn = 0an *Yn
n! 1 1 1 (—1)™
) [”2 (—Wa‘ﬁ | )}
= n! 1_1 1_14_ +(_1)n
B 2 3 4 57 n!
1 1 1 1 (—1)™
— 7l _ S 4=
B R TR T I n!}
RN T S S B R (—1)"
= n!. &—ﬂ—l—a—g a—a—l—...+ l

para todo natural n > 0.
Usaremos indugao para verificar a validez da férmula acima para todo n > 1.
Sabendo que D; = 0, pois nao ha possibilidade de ter uma permutacao cadtica com
um unico elemento e sabendo que Dy = 1, pois a tnica permutagao cadtica com dois

elementos € (2, 1); tem-—se:
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i) a equacdo é valida paran=1en =2, ja que

|
O

I
N

Il
)
Nl T N
—_
|
—_
+
o |
~__

I
=

k (_1)n k+1 (_1)11
D=k —— e Dier = (k+1)1) '
n=0 ’ n=0
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provaremos a validez para n = k + 2. De fato, temos que

Diio = (k+1)(Dx + Dyiq)
K

_ (=" (="
_ W+¢y{mg% n!-+w+&M§; n!]
' k n ' k (_Un | (_1)k+1
= (k+1) k; n' k+1)(k+1).nZ_O — +(k+1)(k+1)-.(k+1)!
k Tl
= [(k4+ D!+ (k+ 1) (k+ 1)1 Z m + (k4 1)(=1)!

n=0

Tl

k
= [(k+D!(k+2) Z

n=0

[(k4+2)—1] - (—1)kH!
n'

k n
= (k+2)1) (=1 4+ (k+2) - (—=1) 4 (—1)k+?

n!
n=0
k
B (=™ (k+2)(k+ D! (=)< (k4 2)! .
= (k+2)!; ——+ T +(k+2)!_(_1)k2
k
B (=)™ (k+2)!- (=¥ (k+2)! Y
= (k+2)!nz_o TR e il o R G
k
B (_1)11 (_1)k+1 (_1)k+2
= (k2 LZO W Tk Tkt 2)
k+2 n
= (k+2)! (_i,)
n=0 '

o que verifica a equacao.
A Universidade de Sao Paulo — USP, através da FUVEST em 2017 cobrou dos seus
candidatos uma questao em que o emprego da permutacao cadtica seria essencial. Tal

problema esta citado a seguir.

Problema 2 (FUVEST - 2017). Cldudia, Paulo, Rodrigo e Ana brincam entre si de
amigo secreto (ou amigo oculto). Cada nome é escrito em um pedago de papel, que é
colocado em uma urna, e cada participante retira um deles ao acaso. A probabilidade de

que nenhum participante retire seu proprio nome é:
a) i
7
b) 21
c) %
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Solugao: Observe que existem P, = 4! = 24 permutacoes simples, das quais

—1)° (=)' (=1)? (=1 (—1)*
D, — 4!.{(0!) +(1!) +(2!) +(3!) +(4!)
- 24.[1_1+1_1+i
2 6 24
= 9.

Logo a probabilidade sera

Gabaritando a letra “D”.

3.3 Sequéncia de Fibonacci

No livro de Liber Abacci, é apresentado no capitulo 12, o problema mais famoso, entre
todos os tratados por Fibonacci:

“Um homem pdés um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um
muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se,
supostamente, todos os meses cada par dd a luz um novo par, que € fértil a partir do
sequndo més?”

A quantidade de casais no n-ésimo més é dado por uma equacao de recorréncia e por

uma regra matematica em funcao de n. E o que mostraremos a seguir.

3.3.1 Deducao da Equacao de Recorréncia

Sabendo que nos dois primeiros meses s6 havera o casal original, tem-se que F; = 1
e F, = 1. A partir dai, o casal original tem um novo casal por més e cada casal de
filhotes, ao amadurecer, apos 2 meses, também terd um novo casal de filhotes por més.
Sendo assim, no n-ésimo més, a quantidade de casais de coelhos, F,, serd a quantidade
de casais que existiam no meés anterior, F,,_;, mais uma quantidade de novos casais. Essa
quantidade serd justamente a quantidade de casais que havia a dois meses atras, F,, o,

pelo fato de que irao gerda um novo casal no n-ésimo més. Além disso, os casais gerados
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no més n — 1 nao procriam no n-ésimo meés. Portanto,
Fn = Fn—l + Fn—2'

3.3.2 Calculo de Recorréncia

Note que a recorréncia acima podera ser escrita como F, —F,,_ 1 —F, 5 =0, cuja a

1—+/5 14++/5

€ Ty =
2

equacao caracterfstica é > —r —1 =0, onde 1; = sao as raizes.

Logo, sua solugao geral seré,

e () e ()

2 2

Como podemos definir Fp =0 e F; = 1, teremos:

1—5\" 1++5)\"
Cl‘( 2\/_) +C2‘( 2\/_) - O C1+C2 =

=
VA VA 1-V5 L+VBY _
C1-< f)+c2‘(+\f> _ C1-< D) e (A2 -
2 2
Da primeira equagao temos C; = —C,. Substituindo na segunda equagao obtemos:
1—+/5 1 5
5+ 8 e, g
2 2
C2~{—(1—\/5)+(1+\/5)] = 2
Cy-2v5 = 2
1
C, = —.

Dai, C; = —C, implica C; = —

Portanto,

para todo n > 2.



Faremos a verificacao da féormula acima por indugao em n > 0.
De fato, temos que:
i) Paran=0en =1, temos:

I G

Foz = =

0
NG 5 V5

Por outro lado, temos

) (57 ()05 v
1 V5 V5 Vi

ii) Supondo vélida a formula paran =k e n =k + 1, ou seja,

L) ) ()
V5 NG !

provaremos entao a féormula para n = k 4 2. De fato, temos que:

Fk+2 = Fk+1+Fk

(1+\/3 < (1—\/5>k (1+\/3>k“_ (1—\/3)“1

_ 2 ) 2 R 2
(1+\/3)k\/5(1+1+x/5)(1%5)k_\/<51+1\/3)
_ 2 2 . 2 2
()50 )
5
) (1 +2\/3)k' (1+2\/g)2\;(12\/§>k' (1—2¢5)2
5
(1+2\/3)k+2_ (1_2\/5 k+2

A Escola de Administra¢ao Fazendéria (ESAF), em 2010, propoés um problema sobre
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sequéncia na qual seus valores representam a sequéncia de Fibonacci. Tal questao estéa

representado a seguir:

Problema 3 (Escola de Administracdo Fazendaria ESAF — 2010). A partir da lei de
formagao da sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...; Calcule o valor mais proximo do

quociente entre o 11° e o 10° termo.
a) 1,732
b) 1,667
c) 1,618

d) 1,414
e) 1,5

Solugcao: A sequéncia em destaque nessa questao é a de Fibonacci, tal que a equagao

de recorréncia é F, = F,_; 4+ F,,_». Portanto, tem-se que F; = 1, F, = 1, F3 = 2,

F, =3, F5 =5, Fg =8, F; = 13 e Fg = 21. Segue que Fg = Fg + F; = 21 + 13 = 34,

Fio=Fg+Fs =34+21 =55¢e F;; = Fp+ Fg =55+ 34 = 89. Portanto, o valor mais

proximo do quociente entre o 11° e o 10° termo, ou seja, 89 : 55 ~ 1,618, logo letra “C”.
Uma segunda solucgao seria,

v w7 (57 ]

R
91136v/5
2 - 28160v/5

91136
56320

= 1,618

3.4 Uma sequéncia especial de Fibonacci

Uma consequéncia interessante da sequéncia de Fibonacci é a aplicacao a seguir.
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Problema 4 (ESPM —2017). Foi proposto o sequinte desafio pela Escola Superior de Pro-
paganda e Marketing - ESPM: Uma sequéncia de nimeros naturais € obtida de modo que,

se um numero € par, o prorimo serd sua metade mas, se for impar, o prorimo serd uma
unidade a mais que ele, até chegar no nimero 1. Por exemplo: J4o = (42,21,22,11,12,6,3,4,2,1).
O niamero de termos dessa sequéncia € igual a 10.

Podemos afirmar que a quantidade de sequéncias assim definidas e com exatamente 7

termos € igual a:
a) 6
b) 7
c)8
d)9

e) 10

3.4.1 Resolugao do problema

Comecaremos a resolver esse problemas observando alguns exemplos de sequéncias

com essa caracteristica.

Para n = 1, existe apenas a sequéncia (1).

Para n = 2, existe apenas a sequéncia (2, 1).

Para n = 3, existe apenas a sequéncia (4, 2, 1).

Para n = 4, existem as sequéncias (8, 4, 2, 1) e (7, 8, 4, 2, 1).

Para n = 5, existem as sequéncias (16, 8, 4, 2, 1), (6, 3, 4, 2, 1) e (7, 8, 4, 2, 1).
Paramn = 6, existem as sequéncias (32, 16, 8, 4, 2, 1), (12, 6, 3, 4, 2, 1), (5, 6, 3, 4, 2, 1),
(14, 7, 8, 4, 2, 1) e (15, 16, 8, 4, 2, 1). Entre outros.

Podemos observar que todas as sequéncias com n — 1 termos que comec¢am com um
ntmero par, originarao duas novas sequéncias, com N termos, uma que comega com um
nimero par e outra com um nimero impar. Ja, todas as sequéncias com n — 1 termos
que comecgam com um ndmero impar, originarao uma unica nova sequéncia de n termos
que comega com um nimero par.

Portanto, a quantidade de sequéncias com n termos, J,, é exatamente uma quantidade

Jn—1 de sequéncias com n termos, todos com o primeiro termos par, mais uma quantidade
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Ja—2 de sequéncias com n termos, todas com primeiro termo impar. Isso se justifica,
porque as J,,—1 sequéncias com n — 1 termos, todas originara uma sequéncia de n termos
com o primeiro par, e somente as sequéncias com " — 1 termos, com o primeiro par
originard uma sequéncia com m termos, todas com o primeiro ntimero fmpar.

A quantidade de sequéncias, com n—1 termos, com o primeiro niimero par é justamente
a quantidade de sequéncias que se originaram das J,, 5 sequéncias anteriores, ja que todos
originarao J,,_s sequéncias de n — 1 termos que iniciam com um niimero par.

Portanto, para todos n > 4, tem-se:

In - ]n—l + In—2

Observe que Js3 # Jo + J1, logo a equagao de recorréncia so vale para n > 4. Sendo
assim como a equagao Jn = Jn—1 + Jn_2 € igual a equagao F,, = F,_1 + F,_2, mudando
apenas o conjunto dominio da funcao que determina essa sequéncia,ja que n > 4. Entao

temos que J; = Jo = J3 = 1. Além disso, sua férmula fechada é:

sty
(=

para todo n > 2.
Iremos fazer a verificagao da propriedade acima por indugao, para todo n > 2.

i) Iremos provar inicialmente para n =2 e n = 3. De fato, notemos que:

]2:2 2 — 2 2 _

LA\ (1=VAYT 14 VB 1-VE 245
() () ot e,

Por outro lado, temos,

(57) (7)) () () 50

2 2 4

— — = :—:1

s = V5 NG Y 5
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ii) Supondo vélida a féormula para n =k e n =k + 1, ou seja,

(1 +2¢5)k‘1_ (1—2x/5)k_1
\/g

. <1+2\/5)k_ (1—2\/5)"

“ NG )

provaremos entao a férmula para n = k 4 2. De fato, temos que:

Ji =

Jxiz = Jx+ Tk

() (50 () (50)

i 5

) (58 s
\/g

)
)
=) () (50) (5
)
)
S

(59 5
) ( 5
( _\/5>[(k+2J—11
2

Y

o que verifica a equacao.

Portanto, a quantidade de sequéncias com exatamente 7 termos é:

(H\/g)?—l - (1 _\/5>7—1 (576+256\/5) B (576—256\/5) 512v/5

2 2 64 64

V5 V5 V5

Portanto, o gabarito do problema mencionado anteriormente é “C”.
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3.5 Pizza de Steiner

O grande geometra alemao Jacob Steiner (1796-1863) propos e resolveu um belissimo
problema, do qual questiona qual o maior nimero de partes em que se pode dividir o
plano com n cortes retos.

Uma maneira interessante foi pensar no plano como se fosse uma grande pizza, explica-
¢ao para o nome do problema. Com algumas observacoes, Stainer adquiriu uma equagao
de recorréncia que regesse o niimero de regioes ao passar a n-ésima reta, e posteriormente

formalizou uma regra matemética em funcao de n para essa sequéncia recursiva. E isso

que se observa a frente.

3.5.1 Deducao da Equacao de Recorréncia

Para que se tenha o ntimero méximo de regioes ao se passar a n-ésima reta, é necessario
que, a reta intersecte todas as n — 1 retas ja existentes, em pontos distintos. Isso se dar,
pelo fato de que, tracando desta maneira, a corda determinada pela n-ésima reta terd n
segmentos dois a dois adjacentes, que dividira n regioes ja existentes e fazendo aumentar
N novas regioes. O que nao ocorre se tragarmos a n-ésima reta por um ou mais pontos ja
existentes, isto é, a corda determinada pela n-ésima reta tera uma quantidade de pontos
de interseccao menor que n— 1 pontos, que por consequéncia terd uma quantidade menor
de segmentos dois a dois adjacentes formados por esses pontos, obtendo, em seguida, uma
quantidade de novas regioes menor que n.

Logo, faz-se necessério tracar uma reta intersectando as retas ja existentes em pontos
distintos aos pontos ja existentes.

Como exemplo, pode-se observar que ao tragar a terceira reta 13, teremos na corda
EF, determinada pela terceira reta, trés segmentos dois a dois adjacentes, EQ, QR e RF;

que divide trés regides ja existentes em duas partes cada.
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F
Fonte: De autoria

Observe que se tivéssemos tracado a terceira reta pelo ponto ja existente, tal que
P = AB N CD, terfamos dividido a corda EF em dois segmentos, que causaria a divisao

apenas de duas regioes, o que nao seria 0 maximo.

NG E \A

M

Fonte: De autoria

Portanto, ao se passar a n-ésima reta, sua corda tera n segmentos dois a dois adjacentes
e sem ponto de interseccao em seus interiores, determinando n novas regioes no maximo.
Tomando R,_; como o ntimero maximo de regioes ao passar n — 1 retas, e R, a

quantidade de regioes ao passar a n-ésima reta, entao:

Rn = Rn,1 + n.

3.5.2 Calculo de Recorréncia

Trabalhando a equagao de recorréncia R, = R,,_; +n, para n > 1 tem-se:

95



Ry = Ry +2,
R3 = Rz_; +3,

R4 — R471+4,

Rn - Rn—l +mn,

ou seja,

Ry = R;+2,
R3 = Ry +3,
R4 = R3 + 47

Rn = Rn—l + n.
Adicionando e fazendo as simplificacoes adequadas tem-se que
Ron=Ri4+2+3+4+...+n.

Como R; = 2, pois ao passar uma reta num circulo, obtém-se duas novas regioes.

Substituindo Ry na expressao acima, tem-se:

Rn = Ri+24+3+4+...+n
= 2424+3+4+...+1n

= 14+ (1+243+4+...4n)
nn-+1)
2
24+ nn+1)
2
n?+n-+2
5

= 1+

para todon € N
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Iremos fazer a verificagao da férmula por indugao.
De fato, tem-se que para n = 1, o namero de regioes sera
O P4+142 14142 4

R, - =2.
2 2 2

k? +k+2
O que mostra valido para n = 1. Supondo vélido para n = k, ou seja Ry = %,

provaremos para n = k + 1. Com efeito, temos que:

R = Re+(k+1)
= Ei;i2+m+n
k2 +k+2+2k+2
(W+Qkin+%k+n+2
(k+1P+U£+H+2
5 .

O que verifica a féormula matematica para todo natural.
Em 1971, o Instituto tecnolégico de Aeronédutica (ITA), em seu teste seletivo, cobrou
de seus candidatos um problema sobre a Pizza de Steiner. Tal problema esté citado a

seguir.

Problema 5 (ITA — 71). Qual o maior nimero de partes que um plano pode ser dividido

por 1 linhas retas?

a) n?

b) n(n+1)

) n(n2+ 1)

n?+n+2
d) —

n>4+n+2

Solugao: A resposta da questao acima é ————, pelo o que ja foi discutido. Portanto,

2
letra “D”.
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3.6 O Queijo de Steiner

Uma consequéncia bem interessante ao problema anterior é O queijo de Steiner. Nesse
problema, h4 um raciocinio semelhante a pizza de Steiner, onde Jacob questionou qual
o numero maximo de regioes espaciais que se pode obter ao passar o n-ésimo plano no
espago. Para isso, o mesmo imaginou o espago como sendo um enorme queijo, € ao
estudar as possibilidades adquiriu uma equacao de recorréncia e uma férmula em funcao
de n para o nimero maximo de pedagos que poderiamos obter ao corta-lo por n planos.

E é justamente isso que veremos a seguir.

3.6.1 Deducao da Equagao de Recorréncia

Ao tragar, no espaco, o n-ésimo plano, os 1 — 1 planos distintos ja existentes determi-
nam no n-ésimo plano, n — 1 retas de interseccao distintas, logo, esse plano sera dividido
em no maximo R,,_; regides planas, segundo a Pizza de Steiner. Cada uma dessas regioes
planas divide em duas, uma regiao espacial existente anteriormente, gerando R,,_; novas
regioes espaciais. Portanto, o niimero maximo de regioes no espaco ao passar o n-ésimo
plano no espago poderé ser calculado por Q,, = Qn—1 + Rn_1, para todo n > 1, onde

Qn_1 € a quantidade méxima de regioes espaciais ao passar m — 1 planos no espaco e
MmM—12+n—-1)+2
Rnfl = 9 .

3.6.2 Calculo de Recorréncia

Afim de adquirir a féormula matematica que rege essa sequéncia faremos:

Q2 = Qo1 +Roy,
Qs = Q31 +Rs4,

Qs = Qs1+Ryq,

Qn - anl‘i_Rnfla

o8



segue que

Q2 = Q1 +Ry,
Qs = Q2+ Ry,
Qs = Qs+Rs,

Qn - Qn—l + Rn—1~
Adicionando e fazendo as simplificacoes adequadas temos:
Qn=Q1+R; +Ry+Rs+Rs+ ...+ Ry,

onde Ry =2, Ry =4, R3 =7, Ry = 11, e assim por diante; ou seja (2, 4, 7, 11,...) é uma
progressao aritmética de 2* ordem.

Para resolver essa P.A, usaremos o fato de que a soma dos termos de uma P.A de 2?
ordem gera um polinémio de grau 3. Logo, S,, = an®+bn? +cn+d, além disso, S; = 2,
So=4,S3=T7eS,=11.

Dai, podemos montar o seguinte sistema:

.
a+b+c+d = 2
7Ta+3b+c = 4
8a+4b+2c+d = 6 12a+2b = 3
= 19a+5b+c = 7 =
27a+9b+3c+d = 13 18a+2b = 4

37a+7b+c¢c = 11
\ 64a+16b+4c+d = 24

resolvendo esse tltimo sistema temos,

1 1 4
a 67 2, C 3 e
Logo,
n 2 4 3 3 2 8
Sn:an3+bn2+cn+d:%+%+ ;L+0:n + T61 + TL'

Sabendo que Q; = 2, j4 que se passarmos um plano no espago dividiremos o espago
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em duas regioes espaciais. Portanto, voltando para ideia inicial, temos:

Qn == Q1+R1+R2+R3+R4+...+Rn_1

— 24 (24+447+114...+Ry 1)
MmM—1P3+3n—-1)2%2+8n—1)

- 24 -
o 124n*—-3n*+3n—1+3n*—6n+3+8n—38
a 6

n3+5m+6
—

Iremos fazer a verificagao da féormula acima por inducao para todo n > 1.

Para n =1, temos que

CBP45-146 12

b B ) }
Qi 6 6

Logo, a féormula matematica é valida para n = 1.
k? + 5k + 6

Tomemos valido para n = k, ou seja, Qx = 5

; provemos a férmula para

n =k + 1. De fato, tem-se que:

Qi1 = Qr+ Ry
k*+5k+6 k2+k+2
+
6 2
k?+5k+6+3k*+3k+6
6
(K +3k?>+3k+1)+ (bk +5) +6
6
(kK3 4+3k?>+3k+1)+5(k+1)+6
6
(k+1)2+5k+1)+6
. .

O que verifica a propriedade para todo natural n > 1.

3.7 Problema de sequéncias de n termos, pertencentes a (1, 2,

3), que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero

O problema consiste em analisar a quantidade de sequéncias de n termos, todos per-

tencentes a (0, 1,2); que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero.
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Inicialmente, iremos colocar alguns exemplos para clarear a ideia do problema. Para
isso, chamaremos de x,, a quantidade de sequéncias de n termos pertencentes a (0, 1,2);

que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero:

1. Para n = 1, ou seja, as sequéncias com apenas um termo pertencente a (0, 1, 2),
que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero, temos que x; = 3, pois

existem trés sequéncias que sao (0), (1), (2).

2. Para n = 2, ou seja, as sequéncias com dois termos pertencentes a (0, 1, 2), que
nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero, temos que xp = 8, pois existem

oito sequéncias que sao (0,1), (0,2), (1,1), (1,2)(1,0), (2,1), (2,2), (2,0).

Note que a sequéncia formada por esses resultados, (3, 8,...) é uma sequéncia re-
cursiva. Portanto, determinaremos sua equacao de recorréncia e sua férmula matematica

para o n-ésimo termo, e provaremos sua validez por inducao.

3.7.1 Deducao da Equacao de Recorréncia

Para deduzir a equacao de recorréncia, tomaremos x,, como sendo a quantidade de
sequéncias de n termos pertencentes a (0, 1, 2), que nao possuem dois termos consecutivos
iguais a zero. Logo, para determinar a quantidade de sequéncias com n+ 2 termos, todos
pertencentes a (0, 1, 2); que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero, devemos

analisar de trés modos:

e Se o primeiro termo for o nimero 1, entao existird x,,; sequéncias com n + 2
termos, todos pertencentes a (0, 1, 2), que nao possuem dois termos consecutivos
iguais a zero, pois se o primeiro termo é o ntumero 1, basta determinar os termos
a partir do primeiro, o que pode ser feito de x,,.1 modos diferentes, isto é, se o
primeiro termo é o 1, entao havera apenas uma possibilidade para o primeiro termo,
ja para os n 4+ 1 termos seguintes havera x, ;1 modos de agrupar os termos, todos
pertencentes a (0, 1, 2), que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a zero.
Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, existem 1-X,, 11 = Xn41 Sequéncias
com n+ 2 termos, todos com pertencentes a (0, 1, 2), que nao possuem dois termos

consecutivos iguais a zero, que comec¢am com o 1.
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e Analogamente, se o primeiro termo for o niimero 2, entao existira x, 1 sequéncias
com N + 2 termos, todos pertencentes a (0, 1, 2), que nao possuem dois termos

consecutivos iguais a zero, que comecam com 0O 2.

e JA, se o primeiro termo é o ntimero zero, é necessario que o segundo termo ou seja
1 ou seja 2, j4 que nao podera haver dois zeros consecutivos. Os outros n termos,
todos pertencentes a (0, 1, 2), poderao se agrupar de x, modos distintos de tal
forma que nao possuam dois termos consecutivos iguais a zero. Sendo assim, pelo
Principio Fundamental da Contagem, como ha apenas uma possibilidade para o
primeiro termo, que ¢é o 0, dois para o segundo termo, ou o 1 ou o 2, e os demais
N termos podera se agrupar de x,, modos distintos, entao tem-se 1-2-x, =2 -xp
sequéncias de n + 2 termos, todos pertencentes a (0, 1, 2), que nao possuem dois

termos consecutivos iguais a zero, que comecam com o 0.

Sendo assim, a quantidade de sequéncias de n+2 termos, todos pertencentes a (0, 1, 2)

que nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero, sera

Xn42 = Xn+1 T Xnt1 +2-xXp = Xn42 = 2 *Xn+1 + 2 Xn.

3.7.2 Calculo de Recorréncia

Para resolver essa equacao de recorréncia, que é de 2* ordem, usaremos a equacao
caracteristica relacionada a equagao de recorréncia X9 = 2 - Xny1 + 2 - X, qUe NO caso
& 12 = 2r + 2, que é equivalente a 12 — 2r — 2 = 0, e tem como raizes 1, = 1 — /3 e

To=1+/3.

Portanto, existirao duas constantes C; e C,, tais que,

Xn = Ci-(r)"+Co-(r2)"

= C-(1—-V3)"+Cy- (1+V3)™

Para finalizarmos a resolucao dessa formula matematica tomaremos x; = 3 e x3 = 8,

ja definidos anteriormente. Sendo assim, tem-se:

Cr-(1—V3)'+Co- (14+V3) =3 Ci-(1—vV3)+Co- (1+V3)=3
=

Cr-(1—v3)2+Cy-(1+3)2=8 Ci-(4—2-vV3)+Cy-(442-v3) =8
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Multiplicando a primeira equagao por 4 + 2 - V3ea segunda equacao por —(1 + V3),

tem-se:

Ci-(1—vV3)A+2-vV3)+Co-(1+V3)(44+2-V3)=3-(4+2-3)
—C1 (4=2-V3)(1+V3) = Co- (4+2-V3)(1+V3) =8 (1 +3)
o que implica em,

Cr-[(—2—2-V3)—(—2+42-V3)| = 4—2-V3
Ci-(—4-V3) = 4—-2-3

4—2-/3
C1 -
(—4-/3)
—9.
¢, - 3723
6
—2-43
Substituindo C; = % em uma das equagoes do sistema, temos
3+2-3
Cy = +T\/_

Portanto, temos que:

sexn:Cl-(l—\/g>n+C2-<l+\/§)n

entao,

o () () () (10 )

(3—2-v3)- (1-V3)"+(3+2-v3)-(1+V3)"
: .

A validade da expressao pode ser verificada por indugao em n > 1.

Inicialmente mostraremos que a formula matemaética é valida paran =1en = 2. De

fato, temos que,
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(3—2-v3)-(1—v3)'+(3+2-v3) - (1+3)!

X1 =

6

_ B-2v3) - (1-VB)+(3+2-v3) - (1 +V3)
6

0 3-3-v/3-2-v/3+6+3+3-V/3+2-V/3+6

B 6

18

6

= 3.

Por outro lado, temos,

(3—2-v3)- (1—V3)2+(34+2-V3) - (1+3)?

Xo =

6
(3-2-v3)-(4=-2-V3)+(3+2-V3)- (4+2-V3)

6
12—-6-v3—-8-V3+124+12+6-v3+8-V3+12
B 6
.48
6
= 8.

Em ambas as aplicagoes, a formula é satisfeita. Supondo a féormula valida para n =k

en=Xk+1, ou seja,

_(3-2-v3)-(1-V3)*+(3+2-V3) - (1+V3)*
6

Xx

(3—2-v3) - (1=v3)*"+(3+2-V3) - (1+3)"!

Xk+1 =
6
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provaremos a validez da formula para n = k + 2. De fato, temos que,

Xkts = 2 Xep1 42Xk
0 2:3-2V3) -V L+ (A -V3I+2-B3+2-v3) - (1+V3)* [1+ (1+3)]
_ (3—2-\/3).(1—\/§)k(4—2-\/§)+(3+62-\/§)-(1+\/§)k-(4+2-\/§)
_ (3—2.@~(1—¢§)k.(1—¢§)2+6(3+2~ﬁ)-mﬁ)kwl—ﬁ)?
(3—2-\/5)-(1—\/§)k+2+(3+2-6\/§)-(1+\/3)k*2.

6

O que valida a féormula matematica acima.
No livro A Matemdtica do Ensino Médio — Volume 2 de Lima, Wagner, Morgado e
Carvalho, consta um problema baseado nas ideias ditas anteriormente. Tal problema esté

citado a seguir.

Exemplo 16. Quantas sao as sequéncias de 10 termos, pertencentes a (0,1,2), que nao

possuem dois termos consecutivos iguais a zero?

Solugao: Usando a equagao de recorréncia

Xn42 :2'Xn+1+2'xn7

e os valores x; = 3 e x9 = 8, temos:
4

X3 =2 -X9+2:-%x =2-8+2-3=22,
Xg=2-X3+2:-x0=2-224+2-8 =060,

X5 =2-X4+2-x3=2-60+2-22 =164,

Xg =2 X5+2-%x4=2-164+ 260 = 448,
X7 =2-Xg+2 x5 =2-448 42164 = 1224,
Xg =2-X7+2 x5 =2-1224 + 2 - 448 = 3344,

Xg =2 Xg+2 %7 =2-3344 + 2 - 1224 = 9136,

X10 =2 %+ 2-xg =2-9136 4 2 - 3344 = 24960.
Portanto, sao 24960 sequéncias.
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J& usando a férmula mateméatica para o n-ésimo termo, temos:

(3—2-v3)- (1—V3)'0+(34+2-v3)-(1+3)'° 149760
6 6

X10 = = 24960.

Portanto, sao 24960 sequéncias.

3.8 Problema de sequéncias de n termos, pertencentes a (1, 2,

3), com um nimero impar de termos iguais a zero

Um problema semelhante ao problema anterior. Esse problema consiste em analisar
a quantidade de sequéncias de n termos, todos pertencentes a (0, 1,2), que possuem um
ntimero fmpar de termos iguais a zero.

Inicialmente, iremos colocar alguns exemplos para clarear a ideia do problema. Para
isso, chamaremos de x,, a quantidade de sequéncias de n termos pertencentes a (0, 1,2),

que possuem um nimero impar de termos iguais a zero:

1. Paran =1, ou seja, as sequéncias com apenas um termo pertencente a (0, 1,2), que
possuem um numero impar de termos iguais a zero, temos que x; = 1, pois s6 ha

apenas uma sequéncia que é (0).

2. Para n = 2, ou seja, as sequéncias com dois termos pertencentes a (0,1,2), que
possuem um nimero impar de termos iguais a zero, temos que X, = 4, pois existem

quatro sequéncias que sao (0,1), (0,2), (1,0),(2,0)

3. Para n = 3, ou seja, as sequéncias com trés termos pertencentes a (0,1,2), que
possuem um numero impar de termos iguais a zero, temos que x3 = 13, pois existem
treze sequéncias que sao (0,1,1), (0,1,2), (0,2,1), (0,2,2), (1,0,1), (1,0,2), (2,0,1),
(2,0,2), (1,1,0), (1,2,0), (2,1,0), (2,2,0), (0,0,0).

Note que a sequéncia formada por esses resultados, (1, 4, 13,...) é uma sequéncia
recursiva. Portanto, determinaremos sua equacao de recorréncia e sua féormula matematica

para o n-ésimo termo, e provaremos sua validez por inducao.

3.8.1 Dedugao da Equagao de Recorréncia

Para deduzir a equacao de recorréncia, tomaremos X,, como sendo a quantidade de

sequéncias de n termos pertencentes a (0, 1,2), que possuem um numero impar de termos
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iguais a zero. Logo, para determinar a quantidade de sequéncias com n+ 1 termos, todos
pertencentes a (0, 1,2), que possuem um nimero impar de termos iguais a zero, devemos

analisar de trés modos:

e Se o primeiro termo for o nimero 1, entao existird x,, sequéncias com n+ 1 termos,
todos pertencentes a (0, 1,2), que possuem um numero impar de termos iguais a
zero, pois se o primeiro termo é o nimero 1, basta determinar os termos a partir
do primeiro, o que pode ser feito de x,, modos diferentes, isto é, se o primeiro
termo é o 1, entao havera apenas uma possibilidade para o primeiro termo, ja para
0s N termos seguintes havera x,, modos de agrupar os termos, todos pertencentes a
(0,1,2), que possuem um numero impar de termos iguais a zero. Logo, pelo Principio
Fundamental da Contagem, existem 1-x, = x, sequéncias com n+ 1 termos, todos
com pertencentes a (0, 1,2), que possuem um numero impar de termos iguais a zero,

que comecgaln com o 1.

e Analogamente, se o primeiro termo for o niimero 2, entao existird x, sequéncias
com n + 1 termos, todos pertencentes a (0, 1,2), que possuem um nimero impar de

termos iguais a zero, que comecam com o 2.

e Ja, se o primeiro termo é o niimero zero, é necessario que os outros n termos sejam
sequéncias com termos todos pertencentes a (0, 1,2) mas com uma quantidade par
de zeros, e isso se da de 3™ —x,, modos distintos, pois, pelo o Principio Fundamental
da Contagem, como sao n termos e ha trés possibilidades para cada termo, ou seja,
ouo 0,ouo 1, ou o 2, tem-se ao todo 3™ sequéncias distintas com todos os termos
pertencentes a (0,1,2). Mas para ficar apenas as sequéncias de M termos, que
tenham uma quantidade par de termos, tem-se que se retirar das 3™ sequéncias as
Xn sequéncias com termos todos pertencentes a (0, 1,2) mas com uma quantidade
impar de zeros, com n termos, totalizando 3™ — x,, sequéncias com n termos, todos
pertencentes a (0, 1,2) mas com uma quantidade par de zeros . Logo, pelo Principio
Fundamental da Contagem, existem 1 - (3™ —x,;) = 3™ — x,, sequéncias com n + 1
termos, todos com pertencentes a (0, 1,2), que possuem um ntmero impar de termos

iguais a zero, que comecam com o 0.
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Sendo assim, a quantidade de sequéncias de n+ 1 termos, todos pertencentes a (0, 1, 2)

mas com uma quantidade impar de zeros, sera

Xnt1 = Xn +Xn + (371 _Xn)>

ou seja,
Xn+1 = Xn T 3"
3.8.2 Calculo de Recorréncia

Para resolver essa equacao de recorréncia, usaremos a adicao membro a membro, e

faremos as simplificacoes cabiveis:

1

X9 = X1+ 3 ,

_ 2

X3 = Xo -+ 3 ,

_ 3

X4 = X3+ 3 s
Xn = Xn_1+3" L

Apos as simplificagoes, temos:
Xn =% +3'+32+33+ ... 43
mas como X; = 1, temos que

Xn = x +3'+324+33+... 43!
= 143" +32+33+... 43!

= 39 4+3'+32 4334 ... 43!
1-(3"—1)

3—1
3n—1

5

Iremos fazer a verificagdo da propriedade acima por indugao para todo n > 1.

Inicialmente mostrar que a féormula matematica é valida para n = 1. De fato, temos
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que,
3 -1

2

1.

X1 =
Supondo a féormula valida para n = k, ou seja,

3k—1
2 J

Xk =

provaremos a veracidade da féormula para n =k + 1. De fato, temos que,

3k—1 . 3%—142.3¢ gkl
+3k = = .

2 2 2

k
Xk+1:Xk+3 -

O que verifica a férmula matematica que queriamos.
O Instituto Militar de Engenharia (IME), em seu concurso de admissdo no ano de
2001/2002, propos aos seus candidatos um problema no qual os conceitos de recorréncia

sao fundamentais. Tal problema esta citado no que segue.

Problema 6 (IME-2001/2002). Quatro cidades A, B, C e D sdo conectadas por estradas

conforme a figura abaixo:

10 km

Fonte: De autoria

Quantos percursos diferentes comecam e terminam da cidade A, e possuem:

a) exatamente 50 km?

b) 10 -m km?
Definiremos inicialmente x,, como sendo a quantidade de percursos diferentes que
comegam e terminam em A com 10 - n km percorridos. Definiremos b, como sendo a
quantidade de percursos diferentes que comecam em A e terminam em B com 10 -n km

percorridos.
Analogamente, definiremos c¢,, e d, como sendo as quantidades de percursos diferentes

que comecam em A e terminam, respectivamente em C e D, com 10 - n km percorridos.
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e Observe que se n = 1, o percurso sera de 10 km. Logo havera uma tinica maneira
de sair da cidade A até a cidade B. Analogamente, Havera uma tnica maneira de

sair de A e chegar em C, uma tnica maneira de sair de A e chegar em D; ou seja,

bliclidlil.

e Observe que se n = 2, o percurso serd de 20 km. Logo haverao duas maneiras de
sair da cidade A até a cidade B: [(A,C,B);(A,D,B)]. Analogamente, Haverao duas
maneiras de sair de A e chegar em C: [(A,B,C); (A,D,C)], e duas maneiras de sair

de A e chegar em D: [(A,B,D);(A,C,D)].

Ou seja, b2 = Cg = dg = 2.

e Observe que se n = 3, o percurso sera de 30 km. Logo haverao seis maneiras de sair

da cidade A até a cidade B:

[(A,B,C,B);(A,B,D,B); (A, C,D,B); (A, D, C,B); (A, C,A,B); (A, D, A, B)]

Analogamente, haverao seis maneiras de sair de A e chegar em C:

[(A7 C? B7 C); (A'7 C7 D7 C); (A'7 B7 D7 C); (A'7 D7 B7 C); (A'7 B7A'7 C); (A7 D7A7 C)]

e seis maneiras de sair de A e chegar em D:

[(A7 D7 C7D); (A'7D7 B7 D); (A'7 C? B7 D); (A'7B7 C7 D); (A'7 C7 A7 D); (A7 B7A7 D)]

ou seja, by = c3 = d3 = 6.

Portanto, pela simetria do problema, tem-se que apds 10 - n km percorridos,

bn:Cn:dn7

para todo n natural.
Definiremos agora Xx,, 1 como sendo a quantidade de percursos diferentes que comecam
e terminam em A com 10-(n+ 1) km percorridos. Ou seja,a quantidade de percursos que

antes do ultimo trecho, antes de voltar para A, depois de percorrer 10 - n km, o percurso
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estava ou em B, ou em C, ou em D, e de 14, seguiu para A, com mais 10 km, totalizando
100n+10=10-(n+1) km.
Sendo assim, a quantidade total de percursos diferentes de 10 - (n+ 1) km percorridos

que comecam e terminam em A é

Xn—l—l:bn+cn+dn:bn+bn+bn:3'bn.

Por outro lado, um percurso que termina em B, depois de percorrer 10-n km, necessa-
riamente estava ou em A, ou em C, ou em D. Antes do tltimo trecho, até B, haviam x,,
percursos diferentes de 10 - (n — 1) km percorridos que comegam e terminam em A, ¢, 1
percursos diferentes de 10 - (n — 1) km percorridos que comecam em A e terminam em C,
d,,_1 percursos diferentes de 10 - (n — 1) km percorridos que comecam em A e terminam
em D. Portanto, o nimero de percursos diferentes que comegam em A e terminam em B

depois de 10 - km é

bp=xn1+Cha1tdn1=%Xn1+bp1+bn1=%y1+2 b1

Seguindo, e usando os ultimos dois resultados temos:

Xny+1 = 3'bn:3'(xn71+2'bn71)
- 3‘Xn71+2'(3'bn71)

= 3'Xn—1+2'xn7

ou seja,

Xn+1_2'xn_3'xn71:07

uma recorréncia de segunda ordem.

Para resolver essa equacao de recorréncia,que ¢ de 2* ordem, usaremos a equagao
caracteristica relacionada a equacao de recorréncia X1 —2-Xn — 3 - Xn_1 = 0, que no
caso é T2 —2r — 3, e tem como raizes 1, = —1 e Ty = 3.

Portanto, existirao duas constantes C; e C,, tais que,

Xn = Cy-(r)"+Co-(r2)"

= Cy-(—1)"+Co-3™
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Para finalizarmos a resolucao dessa féormula matematica tomaremos x; = 0, pois nao
existe nenhum percurso que comece e termine em A com 10 km percorridos e xo = 3, pois

existem trés percursos diferentes que comecam e terminam em A com 20 km percorridos:

[(A,B,A);(A,C,A);(AD,A)]. Sendo assim, tem-se:

Co- (-1t +Cy-3t=0 —C1+3-C,=0
= )
Cl'(—1)2+C2'32:3 C1+9C2:3

1 3
isso implica em Cy = 1 e C, = T Portanto, tem-se que, para um percurso de 10 - n km,

comecando e terminando em A, serdao

Xn = C1 : (—l)n—f—CQ - 3"

3 1
— __171 _'31’1
4 (=1) Jr4
33 (1)
N 4

para todo n natural.

Iremos fazer a verificacao desse resultado através do processo de inducao finita em
n>l1.

Nossa verificagao inicia-se tomandon =1en = 2.

Para n =1, teremos:

N 343 (- 343-(—1) 0
b 4 B 4 T

Para n = 2, teremos:

X_32+3-(—1)2_9+3-1_3
T 4 T4 7

Resultados que satisfazem a propriedade, ja que haviamos mencionado anteriormente
que se n = 1, o percurso terd 10 km, e nao havera nenhum caminho que comece e termine
em A, logo x; = 0. Também haviamos mencionado que se n = 2, o percurso tera 20 km,
entao existem trés caminhos que comecem e terminem em A, logo x; = 3.

Supondo agora que a féormula seja valida para n =k e n =k + 1, isto é,

343 (—=1)k
xsz
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3k+1 +3. (_1)k+1

Xk+1 =

Provemos para n = k + 2.

De fato, temos pelo fato de x4 0 =2 - xn11 + 3 - xn, que

Xiyo = 2 Xgg1 + 3 Xk
k+1 C(_1\k+1 k L 1\k
- 2. 377 4+3- (1) +3. 3°+3- (D"
4 4
2.3 2.3 (=) 4335+ 3.3 (—1)K
N 4
2.3 423 ()R 438 3.3 (-1
N 4
(2413423 (1) (-1)+3-3- (—1)F
N 4
3.3 4 (=2) -3 (=) + 33 (1)
N 4
324 [(—2)+3]-3- (—1)F
N 4
382413 (1)K
N 4
3k+2_|_3_(_1)k+2
pu— 4 .

O que verifica a equagao.
Portanto, a quantidade de caminhos diferentes que comecam e terminam em A, com

10 - n km percorridos é

. 343 (=)™
. 4
O que responde o item b.
Para responder o item a, basta tomar n = 5, ja que 10 -n = 10 -5 = 50 km, como

sugere a questao. Logo, temos que

. — 3P 4+3-(—1)°
4
24343 (1)
N 4
= 60.

Portanto, existem 60 cominhos diferentes que comegam e terminam em A com 50 km
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de percurso.
O livro Majorando IME desde 1992, de Cohem e Villard, apresenta dois problemas
similares sobre sequéncia recursiva e determinante de uma matriz. O primeiro problema

esta citado a seguir.

Problema 7 (IME). Calcule o determinante da matriz de ordem n abaizo, em fungdo de

b, onde b é um nimero real tal que b* # 1.

[ v241 b 0 0 0 0 0 |
b b2l b 0 0 0 0
0 b b4l b 0 0 0
0 0 b b2+l b 0 0
0 0 0 b b4l 0 0
0 0 0 0 0 ... b41 b

0 0 0 0 0 ... b b4l

Para iniciarmos essa resolugao, usaremos o Teorema de Laplace, que é um método
para calcular o determinante de uma matriz de ordem n. O método foi desenvolvido pelo
matematico e fisico Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827).

O Teorema consiste em selecionar uma fila (linha ou coluna) da matriz, em seguida
somar os produtos dos niimeros da fila selecionada com seus respectivos cofatores.

Um cofator de uma matriz de ordem n > 2 é definido como
Ay = (—1)"7 - Dy,

onde 1 e j sao, respectivamente, a linha e a coluna onde se encontra o elemento ai; da
linha selecionada. Além disso, tem-se que Dj; ¢ o determinante da matriz de ordem
n — 1, obtida da matriz original, porém omitindo-se a linha e a coluna as quais pertence
o elemento ay;.

Sendo assim, tomaremos D, como sendo o determinante da matriz de ordem n dada
acima. Eliminando a primeira linha e a primeira coluna, obteremos uma matriz seme-
lhante a original, s6 que desta vez com n — 1 linha e n — 1 colunas, logo serd uma matriz

de ordem n — 1, e chamaremos de D,_; o determinante dessa matriz. Analogamente,
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D, _» serd o determinante da matriz de ordem n — 2 obtida da matriz original s6 que
retiradas as duas primeiras linhas e as duas primeiras colunas.
Para calcular o determinante D,,, da matriz de ordem n dada, usaremos o teorema de

Laplace na primeira coluna. Logo,

Dh=(*4+1) A +b-Asy+0-Az+...+0-Ay = (b +1) - Ajy + b+ Ay,

onde,

A = (—1)1+1 ‘Do = (—1)2 *Dn-1=Dn

A21 = (_1)2+1 : D21 - (_1)3 : D21 = _D21-

Note que Dy é o determinante da matriz de ordem n — 1 obtida da matriz original
dada, que nao possui nem a segunda linha nem a primeira coluna da matriz original, ou

seja,

b 0 0 0 0 0 0
b b2+1 b 0 0 0 0
0 b b? 41 b 0 0 0
0 0 b b? +1 b 0 0
0 0 0 b b?+1 0 0
0 0 0 0 0 | b
_0 0 0 0 0 b b2+1_

Logo, para encontrar o determinante dessa matriz aplicaremos novamente o Teorema

de Laplace, s6 que agora na primeira linha. Portanto,

onde,

Ail = (_1)1+1 “Dno = (_1)2 -Dno =Dp_o.

Logo,
D21 =b-Dns.
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Portanto, voltando para o calculo do determinante da matriz original temos,

D, = (b>+1)-A;; +b-Ay
= (b>+1)-Dyp_1+b-(—Dy)
= (b*+1)-Dy_;—b-(Dy)
= (b?+1)-Dp_1—b-(b-Dn_y)

= (b2 + 1) : Dn—l - b2 : Dn—2a

que é uma equagao de recorréncia de 2* ordem.

Como D, = (b2 +1)-D,_; — b?-D,,_5 é uma equacao de recorréncia de 2* ordem,
temos que 1> = (b?2 + 1) -1 — b2, ou seja 12 — (b? + 1) - 1+ b? = 0 serd sua equacao
caracteristica, e usando a soma e o produto das raizes de uma equacao do 2° grau temos
que, se o valor do coeficiente a = 1, e se a soma é b%2+1 e o produto é b?; entdo as raizes
dessa equacao serdao 1, = b% e 1y = 1.

Logo, existirao duas constantes C; e C,, tais que

Dp=Ci-(r)"+Cy-(r)" =Cy - (b2)n +Cy- 1™ =Cy-b™ +Cy.

Notemos que se a matriz é de ordem 1, ou seja n = 1, temos que D; = b? + 1, ja que
a matriz tera como elemento apenas o nimero b? + 1. Por outro lado, se n = 2, isto é ,
se a matriz for de ordem 2,
b2+1 b
b b2+41

entdao Dy = (b?2 +1)2 — b? = b* + b? + 1. Sendo assim, tem-se:
Ci b2+ Cy=b2+1 Ci b2+ Co=b2+1

= )
C;-b224+Cy=b*4+Db%2+1 C,-b*+Cy=br+0b%2+1

multiplicando a primeira equagao por —1 e adicionando membro a membro com a
segunda temos:

—C1-b2—Cy=-b2—1

C;-b*+Cy=b*+0b%2+1
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Segue que,

C,-(b*—1b?) = bv?

b4
G = bt — b2

b2
Ci =

Substituindo esse resultado em C; - b? + Cy = b% 4 1, tem-se:

b2
( )-b2+C2:b2+1.

b2 -1
Logo,
b (b24+1)(b2—1)—b* b*—1—-1b 1
—b24+1— — — S
=l b2 —1 b2 —1 b2 —1’
dessa forma,
b? 1
N

Como Dy = C; - b?™ + C,, temos que:

b2 1
Dn — Ch2n _
(5=1) 7+ (51)

b2~(n+1) -1
b2 -1

Portanto, o determinante da matriz de ordem n sera:

b2~(n+1) -1

D, =
b2 —1

Verificaremos a validade desse resultado através da inducao para todo natural n > 1.
Provaremos inicialmente que ela é vilida paran=1en = 2.

De fato, temos que se n = 1, entao:

D b =1 b*2—1 b1 (b 41)(b*—1)
U1 p2—1 b2—1 b2 — 1

=b%2+1.
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O que valida para n = 1. Ja para n = 2, temos:

D, b1 b1 b1 (b4 b2+ 1)(b*—1)
2: pr— p— pr—

4 2
_ _ 1
b2 1 21 21 021 b + b+

O que valida para n = 2. Supondo a férmula valida paran =k e n =k + 1, ou seja,

p2(k+1) _q

D, =
« b2 —1
e
p2lk+1)+1] _
D =
k+1 b2 _ 1
Provemos a validade para n = k + 2. De fato, temos que, como
D, = (b2 + 1) “Dnoy— b2 : Dn—2a
entao,
Dyi2 = (b +1):Dyy —b* - Dy
b2~[(k+1)+1} -1 b2~(k+1) 1
= (b2+1)- b —
b2 —1 b2 —1
b2~[(k+2)+1] - b2 + b2~(k+2) — 1= b2~[(k+1)+1} + b2
- b2 — 1
b2~[(k+2)+1] _ b2 + b2~(k+2) _ b2-(k+2) + b2 -1
B b2 — 1
b2 l(k+2)+1] _
- b2 — 1
O que finaliza a verificacao.
O segundo problema do Majorando IME desde 1992, de COHEN e VILLARD esta a
seguir:
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Problema 8. Seja D,, = det(A,.), onde A, é a matriz abaizo:

o
|
—
DO
|
—_
o
o o o o o
o o o o o

o o o0 o0 o0 ... 2 -1
o o o0 o o0 ... -1 2

Determine Dy, em fun¢do dem, me N, n>1)

Solugao: Para calcular a determinante D, , da matriz de ordem n dada, usaremos o

teorema de Laplace na primeira coluna. Logo,
Dn22'A11—1'A21+0'A31+...+0'An122'A11—A21,
onde,

A = (_1)1+1 ‘Dnoy = (_1)2 -Dnh1=Dny

Ao = (—=1)**1. Dyy = (—1)? - Dyy = —Day.

Note que Dy é o determinante da matriz de ordem n — 1 obtida da matriz original
dada, que nao possui nem a segunda linha nem a primeira coluna da matriz original, ou

seja,
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o
|
_
DO
|
—
o
o o o o o
o o o o o

o o o0 o o0 .. 2 -1
o 0 o0 o0 o0 .. -1 2

Para encontrar o determinante dessa matriz aplicaremos novamente o Teorema de

Laplace, s6 que agora na primeira linha. Portanto,
Dy =—1-A} +0-Ay +0-Ag 4+ ... +0-A( 1,

onde,

A{I = (_1)1+1 : Dn—2 - (_1)2 : Dn—2 - Dn—2a

logo,
D21 = _Dn—2-

Portanto, voltando para o calculo do determinante da matriz original temos,
Dn=2-An—A=2-Dy1—Dyn2=2-Dy1—Dyny,
isso implica em

A21 = Dn72-

que é uma equacao de recorréncia de 2* ordem.
Como D,, =2 -D,_1; — D, _5 é uma equacao de recorréncia de 2* ordem, temos que
1 =2.1—1,ousejar?—2- -1+ 1=0 serd sua equacao caracteristica, cujas rafzes serao

TT=T9=1=1.
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Logo, existirao duas constantes C; e Csy, tais que

D, = C-mM+Cy-n-r"
= C-1"+Cy-m- 1"

= C1+T1'C2.

Notemos que se a matriz é de ordem 1, ou seja, n = 1, temos que D; = 2, ja que a
matriz terd como elemento apenas o ntimero 2. Por outro lado, se n = 2, isto é , se a

matriz for de ordem 2,

2 —1
-1 2
Entao Dy = 3. Sendo assim, tem-se:
Ci+1-Cy=2 Ci+Cy=2
=
C1+2C2:3 C1+2C2:3

Multiplicando a primeira equagao por —1 e adicionando membro a membro com a segunda

temos:

—C—Cy=-2
C1—|—2C2:3

Segue que, Co = 1. Substituindo esse resultado em C; + C, = 2, tem-se C; = 1. Logo,
Ci =Cy=1. Como D,, = C; +n - Cy, temos que

D, = C+n-C

= n+ 1.

Portanto, o determinante da matriz de ordem n sera:

D,=n+1.
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4 Metodologia

Para fazer o referido trabalho, realizou-se uma pesquisa bibliografica sobre alguns pro-
blemas que tém como foco principal as sequéncias recursivas aplicadas a nivel médio em
exercicios de vestibulares. A fim de desenvolver tal trabalho, fez-se, inicialmente, uma
pesquisa em livros de Educagao Matemaética e alguns sites como o da SBEM - Sociedade
Brasileira de Educagao Matemaética e do BNCC - Base Nacional Comum Curricular, sobre
a importancia da matematica para a educacao de forma geral, e principalmente a impor-
tancia de se estudar as sequéncias recursivas no Ensino Médio. Em seguida, pesquisou-se
nos livros do PROFMAT, as principais defini¢oes, propriedades e teoremas necessarios
para o desenvolvimento do trabalho, ou seja, estudou-se as recorréncias de primeira e
segunda ordem, o método da inducao finita, o Principio Fundamental da Contagem, as
permutacoes e as progressoes aritméticas e geométricas. Logo apo6s, houve um levanta-
mento, em livros do Ensino Médio, revistas e sites de algumas institui¢oes universitarias,
sobre alguns problemas de recorréncia que foram aplicados em algum exercicio ou prova a
nivel médio. Como exemplo, tem-se a Torre de Hanoi, que foi questao do ENEM; a per-
mutacao cadtica, que foi questao da FUVEST; a sequéncia de Fibonacci, que foi questao
da ESAF e da ESPM; a Pizza de Steiner, que foi questao do ITA; além de uma questao
do IME e de alguns problemas pesquisados no livro "A Matematica no Ensino Médio -
volume 2". Em cada um desses problemas, foi feito um estudo da determinacao de suas
equacgoes de recorréncia, através das analises das possibilidades. Em seguida, obteve-se as
formulas matematicas para o n-ésimo termo através dos calculos de recorréncia, em cada
problema. Para dar mais garantia a formula obtida, fez-se as demonstragoes, através do
método de indugao finita, de cada féormula, e depois de provado, aplicou-se as féormulas

para obter a solucao desses problemas.
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5 Consideracoes Finais

A relevancia deste trabalho estd primeiramente em abordar um tema com questoes
interessantes, de raciocinio elevado e que possam ser desenvolvidos com célculos de conte-
dos estudados a nivel médio, como progressoes, analise e indugao. Sendo assim, alunos de
ensino médio, a partir da segunda série, com o dominio dos contetidos dito anteriormente
poderiam se apropriar dos conceitos de recorréncia. Além disso, o estudo desse traba-
lho por parte desses educandos ou por parte de graduandos desenvolverd o pensamento
cognitivo de cada um, fazendo os mesmos buscarem saidas semelhantes em outros pro-
blemas que farao futuramente. Sem falar na comprovacao de que questoes de sequéncias
recursivas sao pertinentes em concursos, vestibulares e olimpiadas.

Diante dessas palavras, a realizacao desse trabalho contribuird para a comunidade
matemaética, por mostrar uma outra abordagem embasada em cada questao apresentada,
que vai além da deducao da equacao de recorréncia e dos calculos de recorréncia, feita
pela maioria dos livros. A demonstragao por inducao de cada féormula matematica obtida
e a aplicacao em provas de concurso e vestibular, a nivel médio, enriquece o trabalho e o
conhecimento dos futuros leitores.

Por fim, ressaltamos que esse projeto poderé servir de apoio para professores da Edu-
cacao Basica, pois mesmo nao sendo trabalhado como deveria, os problemas de recorréncia
sempre aparecem em provas, testes e vestibulares, melhorando o desempenho da Educacao

Matemaética.
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