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Resumo

Constantemente, no Ensino Basico, alguns contetidos da matematica, tais como dentro
da geometria espacial sao apresentados os resultados prontos, as vezes até sem demons-
tracoes, e sem um desenvolvimento pedagogico que faga sentido esses contetidos e ideias
num contexto pratico vivencial. Um exemplo dessa deficiéncia é o Calculo de Areas e
Volumes. Nesta Dissertacao, exibimos um modelo de desenvolvimento progressivo dos
contetidos envolvidos no céalculo de areas e volumes, com uma fundamentacao que seja,
simultaneamente, satisfatéria e acessivel ao nivel de entendimento do aluno. Para isso,
propomos um uso extensivo de material concreto em sala de aula, que permite nao so
justificar adequadamente o célculo de area das figuras planas, mas também o célculo de
volume dos s6lidos geométricos tais como: prisma, piramide, tronco de piramide, cilindro,

cone, tronco de cone e esfera, dentre outros solidos geométricos.

Palavras-chave: Geometria. Areas de figuras planas. Volumes de solidos geométricos.

Problemas aplicados.



Abstract

Constantly, in Mathematics, some subjects of mathematics, such as within spatial geome-
try, are presented in the ready results, sometimes without even the same, and without a
pedagogical development that is able to find the ideas in a practical experiential context.
An example of this deficiency is the Calculation of Areas and Volumes. In this disserta-
tion, the presentation of a model of progressive development of data is not a calculation of
areas and volumes, with a foundation that is both satisfactory and accessible to the level
of understanding of the student. For this, I propose an extensive use of concrete material
in the classroom, which does not justify the calculation of the area of ?7the plane figures
and the calculation of the volume of geometric solids such as: prism, pyramid, pyramid

trunk, cylinder, cone, trunk cone and sphere, among other geometric solids

Keywords: Geometry. Areas of flat figures. Volumes of geometric solids. Problems

applied.
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1 Introducao

No nosso cotidiano, é recorrente a informacao de que a matemaética é uma das matérias
da educacao béasica que desperta maior rejeicao nos estudantes. As avaliacoes oficiais que
medem a qualidade da educacgao béasica no pais comprovam que ha um ntmero expressivo

de reprovacgoes e déficit de aprendizagem nesta matéria.

O cenéario apresentado, denota que ha um problema grave a ser investigado quanto
aos métodos de ensinos empregados até o presente momento. Neste sentido, desenvolve-
mos um estudo sobre temas da geometria plana e espacial, com a aplicagao de material
concreto feito em sala de aula, com utilizagao de cartolina, régua, lapis e tesoura, que fa-
zemos demonstracgoes ou justificativas cabiveis e, uma metodologia discursiva de ensinar

matemaética através de resolucao de problemas.

Nosso estudo foi realizado através de uma pesquisa bibliogréafica com o objetivo geral:
possibilitar o desenvolvimento de habilidades de ler e interpretar problemas envolvendo
areas de figuras planas e volumes de alguns sélidos geométricos e investigar o modo como
a geometria plana e espacial contribui na resolucao de problemas envolvendo &areas de

figuras planas e volumes de solidos geométricos.

Dentre os objetivos especificos, destacamos: apresentar o estudo da geometria para
demonstrar o calculo da area de figuras planas e volume de s6lidos geométricos, analisar e
identificar informagoes existentes nos enunciados dos problemas, justificar a importancia
das grandezas geométricas, determinar o célculo da area de figuras planas e volume de
alguns solidos geométricos, tais como: Prisma, Piramide, Tronco de Piramide, Cilindro,

Cone e Tronco de Cone.

Entre os principais autores que oferecem sustentacao para a fundamentagao teorica da
pesquisa citamos: Dolce (2013), Lima (1985, 1991, 2001 e 2006), Machado (1988), Muniz
Neto (2013), dentre outros. Nestas referéncias, encontramos a maior parte dos resulta-
dos deste trabalho, com as justificativas, demonstragoes cabiveis e modelos de resolucao

de problemas envolvendo areas de figuras planas e volumes de sélidos geométricos, que



aparecem em boa parte nos livros didéaticos do Ensino Bésico sem muito rigor conceitual.

A principal motivacao para o desenvolvimento dessa dissertacao, foi na caréncia que
encontramos, em alguns livros didéticos no Ensino Médio, que nao fazem as demonstracoes
ou justificativas sobre os modelos ou técnicas para resolucao de problemas com areas
de figuras planas e volumes dos solidos geométricos. Dessa forma fica subtendido que
a nossa disciplina de matemética estd sendo ministrada com os resultados prontos e,
impossibilitando ao estudante obter mais conhecimentos vivencias. Aqui sugerimos a
utilizagdo de materiais concretos em sala de aula para facilitar a compreensao e sua

aplicabilidade no célculo de areas de figuras planas e volumes dos sélidos geométricos.

Em nosso trabalho, abordamos bastante o ensino da geometria usando a resolucao de
problemas. Uma excelente referéncia para o estudo da resolucao de problemas é o livro

A Arte de resolver Problemas de George Polya.

Nota 1. George Pélya nasceu em Budapeste, Austria — Hungria. Pdélya foi professor de
matemdtica de 1914 a 1940 no ETH Zurich na suica e de 1940 a 1953 na Stanford Uni-
versity. Posteriormente, permaneceu como professor Emérito de Stanford o resto de sua
vida e carreira. Ele trabalhou em uma variedade de topicos matemdticos, incluindo séries,

teoria dos nimeros, andlise matemdtica, geometria, dlgebra, combinatoria e probabilidade.

No inicio de sua carreira, Polya escreveu, juntamente com Gdbor Szego, dois livros que
trabalhavam a resolugao de problemas: Polya formulou as quatro etapas para a resolucao
de problemas: primeira etapa — compreender o problema; seqgunda etapa — tracar um
plano; terceira etapa — colocar o plano em prdtica em prdtica; quarta etapa — comprovar

0s resultados.

Nosso trabalho esta estruturado da seguinte forma: no capitulo 2, apresentamos al-
guns conceitos e resultados de areas de figuras planas; no capitulo 3, discutimos algumas
aplicacoes dos resultados de areas de figuras planas; no capitulo 4 apresentamos a de-
finicao de volume; no capitulo 5, apresentamos os estudos dos soélidos geométricos e no

capitulo 6 apresentamos as consideragoes finais.



2 Areas de Figuras Planas

2.1 Conceitos de Area de figuras planas

No que se segue, tomamos como referéncias Lima (1985), Machado (1988), Neto Muniz

(2013) e Dolce O. vol. 9 (2013).

Neste capitulo, apresentamos a leitura que nos serve de referencial tedrico. Ele esté
dividido em: conceitos, principios e modelos para calculos de areas com figuras planas.
No que se refere aos modelos de como calcular a area de figuras planas, apresentamos o
modelo de calcular areas de figuras mais complicadas, utilizando também a equivaléncia
plana que serve para o estudante como pesquisador pratico reflexivo e como intelectual

critico.

Para que um conceito qualquer de area para poligonos tenha utilidade, postulamos:

Poligonos congruentes tém &reas iguais.
e Se P é um quadrado de lado unitario, entao a area de P = 1.

Se P for decomposto como reuniao de n poligonos Py, ..., Py, tais que dois quaisquer

deles tétm em comum, no méaximo, alguns lados; entao, a area de P é a soma das

areas dos P;.

Se um poligono menor esta contido em outro poligono maior, entao sua area é

(menor ou igual) & area do poligono maior.



Aplicagao: Calcule a area do poligono.

Fonte: De autoria

1° passo: Devemos dividir o poligono em quatro outros poligonos conhecidos.

Fonte: De autoria

2° passo: Devemos calcular as éreas de dois trapézios e dois triangulos.

3° passo: Devemos somar as areas dos trapézios e dos triangulos para obter a area do

poligono desejado.

Trataremos agora de medir a porcao do plano ocupada por uma figura plana F. Para
isso, compararemos F com a unidade de area. O resultado dessa comparagao sera um
numero, que devera exprimir quantas vezes a figura F contém a unidade de area. LIMA

(1985, p.9).

Devemos tomar como unidade de area um quadrado cujo lado mede uma unidade de
comprimento. Dai, temos um quadrado unitario. Portanto, qualquer quadrado cujo lado

mede 1 terd, por definigao, area igual a 1, conforme Postulado 2.

Considere um quadrado Q) cujo lado é um ntmero inteiro n que pode ser decomposto,
através de paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, onde cada um deles
possui lado unitério e, portanto, com area 1. Entao, devemos ter o quadrado Q com area

igual a n2.



Exemplo 2.1. Quadrado de lado 6, decomposto em 6° = 36 quadrados unitdrios.

[

Fonte: De autoria

Por conseguinte, se o lado de um quadrado Q possui medida igual a Tll, onde n
representa um nimero inteiro, entao o quadrado unitario deve ser decomposto por retas
paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, todos congruentes a Q. Estes n?
quadrados congruentes a Q compoem um quadrado de area 1; dessa forma, a area do

quadrado Q deve satisfazer a condigao n?- (area de Q) = 1, logo a area de Q = ml

Todavia, se um quadrado Q possui como medida de lado um numero racional da

m -
forma —, entao podemos decompor cada lado de Q em m segmentos, onde cada um
n

1

dos quais possui medida de comprimento igual a —, sendo que, através das paralelas aos
n

lados de Q a partir dos pontos de divisdo, devemos obter uma decomposicio de Q em m?

quadrados, onde cada um dos quais possui medida de comprimento dos lados igual a —.
n

Portanto, a area de cada um desses quadrados menores é —. Logo, a area de Q deve ser
n
, (1 m? L m 2
m°- | — | = —,ouseja, adreade Q=(—) .
n n n
Podemos entao concluir que a area de um quadrado Q cujo lado tem para medida um

ntmero racional a = m é dada pela expressao: (LIMA, 1985 p.10).
n

Area de Q = a*.

Todo ntimero real b, inferior a a?, é também menor do que a area de Q. Da mesma
maneira todo ntimero real ¢, maior do que a?, é maior do que a area de Q. Assim, a area

de Q nao pode ser menor nem maior do que a®. Por exclusao, deve—se entao ter area de
Q=a%
Concluimos, desta maneira, que a adrea de um quadrado Q, cujo lado mede a, deve

ser expressa pela formula
Area de Q = a”.

Na féormula anterior, a é um nimero real qualquer: inteiro, fracionario ou irracional.

Agora, devemos ver o calculo da area de um retangulo. Se os lados de um retangulo R
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possuem medidas de comprimentos os nimeros inteiros a e b, entao, através de paralelas
aos seus lados, podemos decompor R em a-b quadrados unitarios, de modo que devemos

ter area do retangulo R=a-b.

Exemplo 2.2. Retangulo R, cujos lados medem 5 e 8, subdividido em 5x8 = 40 quadrados

unitarios. Tem—se drea de R =8 x 5 = 40.

Fonte: De autoria

Tomando os lados de um retangulo R com medidas de comprimento dois ntmeros
. . p P LA
racionais a e b, onde podemos representa—los da forma a = = e b = —, visto que ambos
possuem o mesmo denominador, dividimos cada lado de R em segmentos de comprimentos

iguais a —. Dessa forma, o lado que mede a ficara decomposto em p segmentos justapostos,
1
onde cada um dos segmentos mede —. O lado que mede b ficara subdividido em r

segmentos iguais, de comprimento —. Através das paralelas aos lados do retangulo R a
partir dos de subdivisao, o retangulo R ficara subdividido em p - r quadrados, onde cada

1
um deles possui lado de comprimento igual a —. Logo a area desses quadradinhos ¢ da

2
1 1
forma (a> = —. Portanto, a area de R deve ser igual a

q%
1 pr pT
oo () =BI-B.T
P q?  q q

ou seja, a area de R =a - b, com a e b racionais.

Se os lados do retangulo R sao dois niimeros reais a e b quaisquer pode-se provar

também que a area de R é a - b, veja por exemplo: Lima (1985) e Muniz Neto (2013).

Da area do retangulo, obtemos facilmente a adrea de um paralelogramo. Um paralelo-

gramo é um quadrildtero que possui os lados opostos paralelos e congruentes.



A E B E B F

Fonte: De autoria

Observe na figura acima que, removendo o tridngulo CAE da esquerda, e colocando—o
a direita na posicao DBF, transformamos o paralelogramo ABDC no retangulo EFDC,

sem alterar sua area, nem a base e nem sua altura.

Assim, podemos garantir que a area de um paralelogramo é igual ao produto do

comprimento de qualquer de suas bases pelo comprimento da sua altura correspondente.

Da area de um paralelogramo, obtemos facilmente a area de um triangulo, pois todo

triangulo possui a area igual a metade de um paralelogramo.

Dado um triangulo ABC, do qual queremos calcular a area, tracamos, pelos vér-
tices C e B, respectivamente, retas paralelas aos lados AB e AC. Essas paralelas se
encontram num ponto D formando um paralelogramo ABDC. Tomemos agora a altura
deste paralelogramo de comprimento CE = h e AB = b, cuja area percebemos ser a de
ABDC =Db - h, ou seja, a area do paralelogramo ABDC. Ora, os triangulos ABC e BCD
sdo congruentes pelo caso lado-lado-lado (LLL) e possuem mesma area. Portanto, a area
de (ABCD) =2 (ABC) e, por conseguinte:

. 1
Area de (ABC) = . b-h.

Fonte: De autoria

Entao, a area de um triangulo é a metade do produto de uma base pela sua altura, sendo
que num triangulo, qualquer lado pode ser base e temos, também, trés escolhas para suas

alturas; dessa forma, qualquer escolha para base e altura sempre teremos o mesmo valor

b-h.
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Para calcular a area de um losango L(d;, ds), conduzimos as diagonais e, pelos seus

vértices, tracamos retas paralelas as diagonais.

dy

Fonte: De autoria

A

8 triangulos) A(retémgulo) d; - dy

4 triangulos) — 2 9 = Alosango ~— 9

Alosango - A(
Para calcular a area de um poligono qualquer, basta subdividi-lo em triangulos, pa-
ralelogramos ou quaisquer outras figuras cujas areas sabemos calcular. Dessa forma, a

area do poligono procurada sera a soma das areas das figuras em que o decompusemos.

Area de um trapézio ABCD. Um trapézio é um quadrilatero que possui dois lados

opostos paralelos.

Fonte: De autoria

Tracamos CE e DF perpendiculares a AB, de modo que esses comprimentos sao iguais
a h, que é a altura do trapézio dado. Sejam b; = AB e by = CD. Logo, a area do
trapézio ABCD ¢ igual a soma das areas dos triangulos ADF e BCE mais a &area do
retangulo EFDC.

AF-h EB-h
A(Ach) = T—i—EF'h-l-T

(AF+2-EF+EB)-h
; .

A(ABCD) =



Como EF = CD, entao temos que 2 - EF = EF + CD. Portanto,

(AF+EF+EB)+ CD
A(ABCD) = 5 -h

b;+Db
A(ABCD) = 1Tz'h-

Assim, a area de um trapézio é igual a semissoma das bases vezes a altura.

Para calcular a area de um poligono regular, sendo o nimero de lados desse poligono
igual a n, a medida do apotema desse poligono m, a medida do lado desse poligono 1 e,
utilizando p como semiperimetro, entao podemos decompor esse poligono em n triangulos

de base 1 e altura m.

Fonte: De autoria

Apoligono = ™ * Atriangulo n-l-m 2.p-m

l-m = Apoligono - 9 = Apoligono - 5

Atriangulo — 9

Logo, Apoligono =P - ™M

Notas:

e Se dois tridngulos possuem mesma base e mesma altura, entao eles possuem mesma

area.

e Se dois tridngulos possuem mesma base, entao a razao entre suas areas é igual a

razao entre suas alturas.

e Se dois triangulos possuem mesma altura, entao a razao entre suas areas € igual a

razao entre suas bases.
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e Se dois poligonos sao semelhantes, entao a razao entre suas areas € igual ao quadrado
da razao de semelhanga entre os seus lados ou entre seus perimetros, ou entre suas

alturas.

e A razdo de semelhanca de dois poligonos semelhantes pode ser obtida pela razao

entre seus lados, entre seus perimetros ou entre suas alturas.

e Se dois solidos sao semelhantes, entao a razao entre seus volumes é igual ao cubo

da razao de semelhanca.

Para a demostracao dos fatos citados acima veja por exemplo: Dolce O. vol. 9 e 10
(2013), E. L.; CARVALHO, P. C. P.,; WAGNER, E.; MORGADO, A. C. A. (2006); Muniz
Neto (2013).

Para calcular a area do Circulo e de suas partes, devemos observar as figuras abaixo,

que sao formadas por poligonos regulares inscritos numa circunferéncia de raio r.

A®
X

Fonte: De autoria

Agora, devemos perceber que a medida que o niimero de lados dos poligonos regulares

inscritos na circunferéncia aumenta, entao temos:

e As formas dos poligonos regulares inscritos vao se aproximando da forma circular.

e As areas dos poligonos regulares inscritos vao crescendo e se aproximando da area

do circulo.

e Os perimetros (2p) dos poligonos regulares inscritos vao se aproximando do com-

primento da circunferéncia (27tr) e os apotemas (m) vao se aproximando do raio

().
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Logo, as areas dos poligonos regulares inscritos vao se aproximando de

27 -
A = (semiperimetro) - (ap6tema) =p - a :( 5 T‘) T =7l

Portanto, dizemos que esse ntimero (7tr?), do qual as &reas dos poligonos se aproximam,

¢ a area A do circulo de raio 1, isto ¢, A =7 - 12

2.2 Area do Setor circular

Considere um circulo de centro O e raio de medida r, com um angulo central de
medida «, que determina um arco PQ no circulo. Chama-se setor circular o conjunto dos

pontos que sao interiores ao circulo e ao angulo «, reunidos com os pontos OP, OQ e PQ.

P

Fonte: De autoria

Num circulo de raio r fixado, a area do setor circular é diretamente proporcional a
medida do angulo central. Se a medida do angulo estiver em graus, calculamos a area

pela regra de trés simples direta e encontramos a expressao algébrica do tipo:

Gred angulo central (graus)
setor : A —_—_————

circulo : ©r? ——————————— 360

l o 360°

Fonte: De autoria

A (o4 x
Dai = ——, entdo temos: A = —— -7-12. Se o comprimento do setor ¢ igual a 1,
o2 3600 360° P s
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entao temos:

i O 2:70-T
ou seja, = 1

A

Segue—se que:

l-r
= A=—.
2

1. A area de um setor circular de raio R e angulo o em radiano.
271-R —— - R?

a0 R——A
o - R?

Entao A =
ntao 5

2. A area de um setor circular de raio R e angulo « em graus.

7T - R? 360°
. 2 .
360

3. A area de um setor circular em fungao de R e do comprimento do arco.
2t-R —— - R?

4

1-

=

Portanto, A =

l\D ‘

2.3 Area do segmento circular

Para calcular a area de um segmento circular de raio R e angulo central « no circulo
de centro O, e arco AB, devemos primeiro calcular a érea setor OAB e, depois subtrair a

area do triangulo OAB, entao temos:
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Fonte: De autoria

L-R R-h
Asogm) = 3~ 73
«-R* 1 _,
A(segm) = 9 —§-R -sen(oc)
RZ
A(segm) = 5 o —sen(a) |, o em radiano.

2.4 Area da coroa circular

Dados dois circulos concéntricos com raios R e 1, sendo que R > r, chama-se coroa
circular o conjunto dos pontos internos ao circulo de raio R e externos ao circulo de raio

T, reunidos com os pontos dos dois circulos.

@0

Fonte: De autoria

Dessa forma a area da coroa circular é igual a diferenca entre as areas dos circulos de

raios Rer.

A = niR? — mr?.



14

Nota 2 (Equivaléncia Plana). Dois poligonos sao chamados equivalentes ou equicompostos
se, e somente se, forem somas de igual nimero de poligonos dois a dois congruentes entre

si. Entao podemos representar dessa forma:

(TiESi, A:iTi, Bzi&)(:)AzB (21)
i=1 i=1i

Agora, devemos verificar nas figuras A e B que possuem m poligonos e que cada

poligono—parcela Ty da figura A é congruente a um poligono—parcela S; de B e vice—versa.

A B

Fonte: De autoria

Ti =51, Ta=3Sy T3=S8; Ti=354
A=Ti+TL+T+T = A~B. (2:2)
B=S;+S2+4+ S5+ S,

Dessa forma dizemos que duas figuras sao equivalentes quando elas possuem dreas iguais.

Portanto, podemos agora construir trés cartoes de cores diferentes com as sequintes ca-

racteristicas:

1. Dois (2) cartoes em forma de triangulo retangulo isésceles com catetos de medidas

wguais a 1,5 cm cada;

2. Um (1) cartao em forma de retangulo com dimensées de 2,0 cm por 1,5 cm.

Em sequida, devemos montar as trés figuras equivalentes:

Fonte: De autoria

Essas figuras sao equivalentes porque sao equicompostas (compostas por trés partes, duas

a duas iguais). Entdo podemos verificar que para calcular a drea de cada figura, basta
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calcular a drea do retdngulo de dimensoes 3,5 cm por 1,5 cm que temos como resultado

5,25 cm?.

A sequir, vamos utilizar muitas vezes essa ideia de calcular a drea de uma figura

“complicada”, transformando—a em uma figura equivalente mais “simples”.

Propriedades:

1. Reflexiva: A =~ A;
2. Simétrica: A~B & BxA;
3. Transitiva: Se A~ B e B ~c, entio A ~ C.

Teorema 2.1. Dois paralelogramos de bases e alturas respectivamente congruentes sao

equivalentes.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos considerar os paralelogramos ABCD
e ABC’'D’ com mesma base AB e com alturas congruentes, entao temos trés casos a

considerar:

1° caso: CD e C’D’ tém um segmento em comum

D g @ g

I7

Fonte: De autoria

Tem-se que AD'D = BC'Ce ABCD’ = ABCD’, somando em ambas as equivaléncias,

obtem-se:

AD’'D + ABCD’ ~ ABCD' + BC'C = ABCD =~ ABC'D".
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2° caso: CD e C’D’ possui um s6 ponto em comum

117
11

Fonte: De autoria

Como ACD = BC’'D’, ABC = ABD’ e C = D’, somando em ambas as equivalencias,
obtém-—se:

ACD + ABC ~ ABC + BC'D' = ABCD ~ ABC'D".

3° caso: CD e C’D’ nao possuem ponto em comum

Fonte: De autoria

Por aplicacao dos casos anteriores, da propriedade transitiva e do postulado de Arquime-
des: “dados dois segmentos, existe sempre um multiplo de um deles que supera o outro”,

entao temos:

ABC'D’' ~ ABC"D"” ~ ...~ ABCD = ABCD =~ ABC'D".

O

Teorema 2.2. Todo triangulo é equivalente a um paralelogramo de base congruente a do

tridngulo e altura metade da altura do tridngulo.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, consideremos um triangulo ABC e, pelo ponto
E, médio do lado AB, tragamos um segmento ED paralelo ao segmento BC até encontrar

o segmento CD paralelo ao segmento EB, entao formamos um paralelogramo BCDE.
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Lo =

Fonte: De autoria

Como A1 = Aqqr e A = Aqg, somando em ambas as equivaléncias, obtém—se:

Ar+An~An+A;; = ABC =~ BCDE.
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3 Aplicacoes

Neste capitulo, faremos uso dos resultados obtidos no capitulo anterior, além disso,

mostraremos situacgoes praticas envolvendo area de figuras planas.

Exemplo 3.1. ABCD ¢ um retingulo de lados AB = 32m e BC = 20m. Os pontos
E e F sdao, respectivamente, os pontos médios dos lados AB e AD. Calcule a drea do

quadrilatero AECF.

32 €

Fonte: Muniz Neto (2013)

AE-BC  16-20
2
= 160, logo a area do quadrilatero AECF é a soma de 160+ 160 = 320.

Solugao: A area do triangulo ACE é
AF-AB  10-32
5 =

= 160 e a area do triangulo AFC é

Exemplo 3.2. No paralelogramo ABCD, de diagonais AC e BD, marcamos o ponto
E, sobre o lado AD, tal que BE é perpendicular a AD. Se BE = 5em, BC = 12c¢m e

AE = 4cm, calcule a drea do tridangulo ECD.

A ‘ B
Fonte: Muniz Neto (2013)
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Solugao: Aplica—se o teorema de Pitagoras no triangulo ABE e encontramos a medida de

AB. Como os angulos consecutivos do paralelogramo sao suplementares, entao sen(ﬁ) =
~ ~ 5
sen(D), logo aplica-se a formula abaixo. No AAEB, sen(A) = —.

1 ~
Aecp) = 3 CD - ED - sen(D)

1 5
AEcp) = 5'8'V41'\/ﬁ
A(ECD) = 20

Exemplo 3.3. Seja ABCD um quadrado de lado 1, E o ponto médio de BC e F o de CD.
Sendo G o ponto de intersegao de DE e AF, calcule a drea do tridngulo DFG.

1
A B

Fonte: Muniz Neto (2013)

Solugao: Como « + 0 = 90°, entao AADF = ADCE (LAL) e ADFG ~ ADCE; quando
dois triangulos sao semelhantes a razao entre suas areas ¢ igual ao quadrado da razao
de semelhanca de seus lados. Primeiro calcula—se a medida DE = 75 por Pitégoras
no triangulo DCE. Depois, encontra-se a razao de semelhanca entre os lados destes

triangulos citados. Para tanto, calcula-—se:

1 1
K = % =,
5
VARG
Logo,

ADre) (L)2
A(DCE) V5
A(DFG) _ 1
A(DCE) 5
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1.5 1 1

Como A (pce) = - =7 temos, A(prg) = 20"

Exemplo 3.4. Seja ABCD um quadrado de lado 1cm e E wum ponto no interior de ABCD,

tal que o tridngulo ABE seja equildtero. Calcule a drea do tridngulo BCE.

A 1 B
Fonte: Muniz Neto (2013)

Solugao: o lado do tridngulo ABE também é lado do quadrado ABCD. Como o triangulo
ABE é equilétero, o angulo CBE do triangulo EBC é 30 graus. Logo aplica-se a féormula

abaixo
Amce) = % -BE - BC - sen(30°)
e — Lo
ABce) = %1

Exemplo 3.5. Seja ABC um tridngulo equildtero.

a) Mostre, mediante o cdlculo de dreas, que as trés alturas de ABC tém comprimentos
1GUaLs.

b) Prove que a soma das distdncias de um ponto escolhido no interior de ABC a seus

lados independe da posi¢ao do ponto e € igual ao comprimento das alturas de ABC
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Solugao a):

B = c
Fonte: Muniz Neto (2013)

Calcula—se a area do triangulo ABC de trés maneiras mudando—se apenas a altura, pois

todos os lados tem medida 1 e, entao igualamos suas areas, pois trata—se do mesmo
l-hy l-hy l-h; .
5 AABC) = e AaBC) = . Dai,

l-h l-h l-h
21: 22: 23:>h1:h2:h3.

triangulo. Aagc) =

LOgO,A_D:hl,ﬁ:hzeﬁZhg.

Solugao b): Primeiro dividimos o triangulo ABC em trés tridngulos APC, APB e BPC,

agora calcula-se a area de cada um destes triangulos e soma, pois a soma da a area do
. - . . l-x
triangulo ABC, logo obtemos a expressao abaixo desejada. Temos que Acp) = 0

l-z l-y

A(APC) = T € A(ABP) = T

Fonte: Muniz Neto (2013)
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Aasc) = Amce) +Aarc) +Aasp)
l-x 1.z 1y

A —

(ABC) A
1

AaBC) = 3 (x+y+2z)

123 1

1 = 5-(x—l—y+z)

l-v3

—\/_ = X+y+z

2

3
Como a altura h de um tridngulo equilatero é igual a , sendo que x +y +z =h.

Exemplo 3.6. Por um ponto P, no interior de um tridngulo ABC, tracamos retas para-
lelas aos lados de ABC. Tuis retas particionam ABC em trés tridngulos e trés paralelo-

gramos. Se as dreas dos tridngulos sao iguais a 1 cm?, 4 cm? ¢ 9 cm?, calcule a drea de
ABC.

Solugao: considere a area do triangulo ABC igual a K, depois verifique que os tridngulos
HIP, GPF e PDE sao semelhantes com o tridangulo ABC, logo a razao entre suas areas é

igual ao quadrado da razao de semelhanca entre seus lados e, depois soma os resultados

s
[

obtendo o desejado.

C
Fonte: Muniz Neto (2013)

1 X 2 1 X
AHIP~AABC= - =(——) = = (3.1)

K x+y+z VK x+y+z

4 2 2
AGPF ~ AABC = — = <L) = - Y (3.2)

K x+y-+z VK x+y+z

2

APDE ~ AABC = & — <L) L S __ ¢ (3.3)

K x+y+z VK x+y+z
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Somando as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3), temos:
2

1 3 X Yy z
+ == = + +
VK VK VK xX+y+z x+y+z x+y+z
6
— -1
VK
K = 36.

Exemplo 3.7. Um banheiro tem o piso com dimensoes 1 m X 2 m. Deseja—se cobri—lo
com cerdmicas quadradas, que tém 20 cm de lado. Qual € a quantidade necessdria de

cerdmicas?

Solucao: Primeiro, devemos transformar metro para centimetro, entao devemos calcular
a area do piso que ¢ 100 cm x 200 cm = 20.000 cm?. Depois, calcular a area de uma
ceramica que ¢ 20 cm x 20 cm = 400 cm?. Dividindo-se a &rea do piso pela area de uma

ceramica, e obtemos a quantidade desejada de 50 ceramicas.

Exemplo 3.8. Um painel tem dimensoes 200 cm x 240 cm, sendo 30% de sua drea
ocupada por ilustragoes, e 12% dessas ilustragoes sao vermelhas. Qual € a drea ocupada

pelas ilustragoes vermelhas?

Solucdo: Primeiro, calcula—se a area do painel que ¢ 200 cm x 240 cm = 48.000 cm?.
Depois, calcula-se 30% dessa area que ¢ igual a 14.400 cm? e, depois calcula—se 12% do

valor de 14.400 cm?, que da o valor procurado de 1728 cm?.

Exemplo 3.9. Determine a drea da figura sombreada em funcao da drea K do tridn-
gulo ABC, sabendo que os pontos assinalados em cada lado o dividem em partes iguais

(congruentes).

Fonte: Dolce, vol. 9 (2013)

Solugao: Nessa questao, devemos utilizar uma equivaléncia de figuras planas, pois vamos

fazer uma ilustragao da seguinte forma:



24

B Py P, P c

Fonte: Dolce, vol. 9 (2013)

1° passo: Como o lado BC esta dividido em seis partes iguais, entao liga—se Py e P35 ao

vértice A do triangulo ABC e, observa—se que

K
A(Apapy) = Aap;c) = &
2° passo: Retira—se a area do triangulo AP,C do triangulo ABC, entao obtemos a éarea

do triangulo ABP,. Dai, temos

2K 2K
A(aBp,) = k— 5 -3

3° passo: Agora, verifica—se que a area do tridngulo AP4P, é um quarto da &area do

triangulo ABP,y. Dai temos:

2K 1 2K K
A(BP4P2) = A(ABPZ) - A(AP4P2) = — — . —

3 4 3 2
4° passo: No triangulo BP4Ps, liga—se Py ao vértice P, e verifica—se que a area do triangulo
P1P5P, é igual a trés quartos da area do triangulo BPyP,4, entao temos:

3 K 3K

Apippy) =7 5

428 (3.4)

5° passo: Como a area do triangulo BP; P, é um quarto da area do triangulo BPyPy4, entao

temos:

A(BP1P4) =

2| R

K
-

R

6° passo: Agora, no triangulo BP; Py, temos o triangulo P;P5P4 que sua area é igual a dois

terco da area do triangulo BP{P4, entao temos:

2
Apipsk) =50 ¢ = 13 (3.5)
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7° passo: Finalmente, por (3.4) e (3.5) temos que:

3K K 11K
APiPoPaps) = A(pipoPs) T APiPsPy) = o+ 15 = 5

Exemplo 3.10. Determine a drea da regiao sombreada em funcdo da drea K do parale-

logramo ABCD, sabendo que os pontos assinalados sobre cada lado o dividem em partes

/W

Fonte: Dolce, vol. 9 (2013)

de medidas iguais.

Solugao: Como todo paralelogramo possui os lados opostos paralelos e congruentes, entao

temos uma ilustracao do tipo:

D < @ @ T Pz p,x C

Fonte: Dolce, vol. 9 (2013)

1° passo: O lado DC esta dividido em 6 partes iguais e o lado AB esta divido em 4 partes

iguais, como AB = DC, entao temos que 6x = 4y, ou seja, 3x = 2y.

2° passo: Como a area do paralelogramo é calculada pelo produto de sua base por sua

altura, entao A ascp) = 6x - H =K, ou seja, xH = 5

3° passo: como a figura P;PyP3P, é um trapézio e sua area é calculada pelo produto da
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semissoma das bases pela altura, entao temos:

H
A(pPopaPy) = <X+2y>'§
H
ApiPPsPy) = <X+3x>-5
H
A(PiPoPsPy) = 4X'5
Apipopspy) = 2(xH)
K
Apipopaps) = 2- ¢
K
A(P,PoPyPy) 3

Exemplo 3.11. O administrador de um edificio precisa instalar uma cisterna para ar-
mazenar dgua potavel. FEste reservatorio tem a forma circular e serd instalado em uma

regiao do terreno representada pela planta a sequir. (Use = 3,14).

4m I

Tm

AREA DE SEGURANGA

10m

Fonte: De autoria

Para cumprir normas de sequranca e conserva¢ao, a drea ao redor da cisterna deverd
receber concreto e piso e, dessa forma, o administrador precisa estimar quanto gastard
com o piso. Ajude—o nesta missio, sabendo que o m? do piso a ser colocado custa em

média 25 reais.

Solugao: Primeiro, devemos calcular a area da cisterna que equivale a drea de um circulo

com raio de medida igual a 3 m, entao temos:

A =7R*=(3,14) - 3> = (3,14) - 9 = 28,26 m>.

Agora, devemos calcular a area da figura total. Entao podemos desmembrar a figura em

dois retangulos e um setor circular que possui area igual a area de um quarto do circulo
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com raio 6 m. Vejamos ilustracao abaixo:

6m 4m

lmI IIir 1im

10m

Fonte: De autoria

1 1 1 1

A = Z-n-RQ = Z-(3,14)~62 =1 (3,14) - 36 = 1 (113,04) = 28,26 m?(3.6)
A = 4-6=24m% (3.7)
A = 1-10=10m? (3.8)

Logo, por (3.6), (3.7) e (3.8), a drea total da figura ¢ 28,26 m?+24 m?+10 m? = 62,26 m>.
Portanto, a area de seguranca que vai ficar com piso de concreto é a diferenca entre a area

total da figura e a area da cisterna, entao temos:

62,26 m? — 28,26 m? = 34 m2.
Assim, o administrador vai gastar com o valor do piso uma quantia de 25 - 34 = 850 reais.
Exemplo 3.12. Determinado Professor planeja—se construir uma piscina circular com

uma ilha no meio, também circular. Sabendo que o raio da ilha possui 30 metros e que o

raio da piscina possui 50 metros, qual a drea da superficie da piscina? (Use m=3,14).

.

Fonte: De autoria
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Solugao: Primeiro, devemos calcular a area da piscina que equivale a area de um circulo

de raio 50 metros, entao temos:

A =7R? = (3,14) - (50)* = (3, 14) - 2500 = 7850 m?.

Agora devemos calcular a area da ilha que é um circulo menor de raio 30 m, entao temos:
A =mr? = (3,14) - (30)* = 2826 m?.

Portanto, a area da superficie da piscina é: 7850 — 2826 = 5024 m?2.
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4  Volumes

O que segue tomamos como referéncia Dolce (2013), Lima (1985) e (1991), Lima &
Carvalho (2006) e Muniz Neto (2013).

Neste capitulo, apresentamos a leitura que nos serve de referencial tedrico. Ele esta
dividido em conceitos, principios e modelos para calculos de volumes nos sélidos geométri-
cos e, sugerimos também a utilizagao de material concreto em sala de aula para justificar,
principalmente o volume de uma piramide. Desse modo construimos com uma régua,
um lapis, uma cartolina e uma tesoura um prisma de base triangular e seccionamos esse
prisma em trés pirdmides que possuem o mesmo volume, entao o volume da piradmide é um
terco do volume desse prisma. No que se refere ao modelo de calcular o volume dos solidos
geométricos, apresentamos também o Principio de Cavalieri, pois o mesmo serve como fer-
ramenta fundamental no calculo de volumes com alguns s6lidos geométricos citados nesse

capitulo.

O volume de um soélido é a quantidade de espago por ele ocupada. (Isto ndo é uma
defini¢do matematica, mas apenas uma ideia intuitiva). Estamos interessados em medir
a grandeza “volume” e para isso deveremos comparé-la com uma unidade. O resultado

dessa operacao serd um ndmero real positivo.

Costuma-—se tomar como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade
de comprimento, o qual serd denominado cubo unitirio. Seu volume, por defini¢cao, sera

igual a 1.

Portanto, o volume de um sélido S devera ser um ntmero real positivo que expressa
quantas vezes o s6lido S contém o cubo unitario. Visto que o sélido S pode ter uma
forma desnivelada, nao é claro o que significa “niimero de vezes” em que S contém o cubo
unitario. De novo, temos aqui uma ideia intuitiva, que devemos usar como guia e a qual

devemos atribuir um significado preciso.

Admitamos um sélido S, cujo volume queremos calcular, seja um pedaco de metal,

plastico ou outra substancia impermeéavel. Mergulhando S num reservatorio, contendo
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uma quantidade conhecida de agua, que o encha até os bordos, o volume S seréd igual
ao do liquido transbordado. Este pode ser medido simplesmente através de uma escala

impressa na parede do reservatorio.

Necessitamos, portanto, obter métodos para o calculo de volumes grandes ou peque-
nos, tanto aos concretos como aos abstratos. Esse objetivo, como veremos, nos forgar—

nos—4 a um reexame do conceito de volume, conduzindo-nos a uma definicao precisa.

Abordaremos o problema de calcular o volume de s6lidos mais irregulares do que
blocos. Como foi dito acima, é necessario possuirmos uma definicao mais precisa daquilo
que entendemos por “volume de um sélido”. Chamaremos de poliedro retangular a todo
solido formado pela reuniao de um numero finito de blocos retangulares justapostos.
Entao, o volume desse poliedro é a reuniao, ou seja, a soma dos volumes dos blocos

retangulares que o constituem.

4.1 Um bloco Retangular

Um bloco retangular é um soélido limitado por 6 retangulos: suas faces. Esses retan-
gulos constituem 3 pares; em cada par os retangulos sao iguais. Os lados dos retangulos

sao chamados de arestas do bloco.

Fonte: De autoria

Um bloco retangular fica inteiramente determinado quando se conhecem 3 de suas

arestas que se intersectam num tnico ponto.

O cubo é um caso particular de bloco retangular em que todas as arestas tém o mesmo
comprimento. Um cubo de aresta unitaria ¢ tomado como unidade de medida de volume.
Dizemos que um cubo de aresta de um metro (1 m) tem volume de um metro cibico
(1 m3); um cubo de aresta de 1 cm tem volume de 1 cm?; um cubo de aresta de 1 dm tem

volume de 1 dm?. Lembrando-se que um litro (1 L) ¢ uma medida equivalente a 1 dm3.

Agora, vejamos nas figuras abaixo que se um cubo tem aresta de 2 ¢cm, nele “cabem”

8 (= 23) cubinhos de aresta 1 cm. Logo, o volume desse cubo de aresta 2 cm é 8 cm?.

Mas, num cubo de aresta 4 cm cabem 4 camadas de cubinhos com aresta 1 ¢cm; em
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cada camada cabem 4-4 cubinhos. Logo, o volume desse cubo ¢, em cm?: 4-4-4 = 43 = 64.
Pode—se provar que para qualquer cubo de aresta com medida um ntmero real a positivo
seu volume ¢ dado por V = a3, veja por exemplo: Lima (1985) e (1991), Lima & Carvalho
(2006) e Muniz Neto (2013).

Fonte: De autoria

4.2 Volume de um bloco Retangular

Todo bloco retangular é um poliedro formado por 6 faces retangulares. Ele fica de-
terminado por suas trés dimensoes, tais como: seu comprimento (a), a sua largura (b)
e sua altura (c). Dessa forma indicamos o volume desse bloco retangular pela expressao

V(a,b,c) e o cubo unitario por V(1,1,1) = 1.

Fonte: De autoria

O volume de um bloco retangular é proporcional a cada uma de suas dimensoes,
ou seja, se mantivermos constantes duas das suas dimensoes e multiplicarmos a terceira
dimensao por qualquer ntimero real positivo, seu volume também serd multiplicado por

esse mesmo numero real positivo. Veja as ilustracoes abaixo:

V(a,b,3c) = V(a,3b,c) = V(3a,b,c) =3V(a,b,c)
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a
a
b aq
b a
b a a
c [ c
b b b
c c c

Fonte: De autoria

Agora, sendo a, b e ¢ as dimensoes de um paralelepipedo retangulo, entao temos:

V(a,b,c
V(a,b,c

V(a,b,c

<

a,b,c

)
)
)
)
a,b,c)
)
)
)

<

V
V(a,b,c
V(a,b,c

a,b,c

(
(
(
(
(
(
(
(

V(a-1,b,c)
a-V(l,b,c)
a-V(1,b-1,¢)
-V(1,1,¢c)
-V(1,1,c- 1)
cc-V(1,1,1)

a-

-c-1

o
o o o o o

- C

1
1ﬂ

1

Fonte: De autoria

Portanto, o volume de um paralelepipedo retangulo é o produto de suas trés dimen-

soes. Em particular, se a face de dimensoes a e b estd contida em um plano horizontal,

chamaremos essa face de base e a dimensao ¢ de altura. Como o produto ab é a area da

base, é costume dizer que o volume de um paralelepipedo retangulo é o produto da area

da base pela altura.

Volume do paralelepipedo = (area da base) x (altura).
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4.3 O Principio de Cayvalieri

Bonaventura Francesco Cavalieri nasceu em Milao, na Italia, no ano de 1598. Ainda
menino, tornou-se membro da ordem religiosa dos jesuitas. L& aprendeu Matematica e co-
nheceu os trabalhos de Euclides que estimularam seu interesse pela mateméatica. Cavalieri

foi discipulo de Galileo.

Bonaventura Cavalieri foi um matematico italiano, discipulo de Galileu, que criou um
método capaz de determinar areas e volumes de solidos com muita facilidade, denominado
principio de Cavalieri. Este principio consiste em estabelecer que dois s6lidos com a mesma,

altura tém volumes iguais se as sec¢oes planas de iguais altura possuirem a mesma area.

Consideremos dois planos horizontais « e 3 paralelos, sendo que « seccionara dois
solidos S; e Sg. O plano « determinard nos solidos duas secoes planas indicadas por

ocﬂSl € OCQSQ.

ol

—— o =

Se para qualquer plano horizontal &, ocorrer xNS; = &xNS,, isto €, possuirem a mesma,

area, os volumes dos solidos S; e S, serao iguais, constituindo o principio de Cavalieri.

A geometria proposta por Cavalieri foi o primeiro passo rumo ao calculo infinitesimal,
pois essa nova geometria ponderava que toda figura plana seria formada por retangulos
de largura infinitesimal, chamados por Galileu de indivisiveis. Dessa forma, pode—se
concluir que se duas figuras planas comprimidas entre retas paralelas formam uma relagao

constante, as areas das figuras também possuem a mesma relagao.

Essa ideia de indivisivel proposta por Galileu e trabalhada por Cavalieri provocou
muita discussao e criticas por parte de algumas pessoas ligadas ao assunto. A consisténcia
do método dos indivisiveis foi aceita e usada por importantes cientistas, como, Torricelli,

Fermat, Pascal entre outros.
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Exemplo 4.1. Um sistema de vasos comunicantes € formado por 4 tubos cujas segoes
sao circulos com 2 cm de didmetro. Qual o volume liquido armazenado nos tubos até o

nivel de 10 cm?

Solug¢ao: O volume do liquido armazenado em cada tubo é, pelo Principio de Cavalieri,
igual ao volume de um cilindro cuja base é um circulo de raio 1 cm e cuja altura é 10 ¢cm,

ou seja, 107t cm?®. Sendo 4 tubos, o liquido armazenado tem o volume total de 407t cm?.

Definicao 1. Poliedro é uma reuniao de um nimero finito de poligonos planos chamados

faces onde:
a) Cada lado de um desses poligonos € também lado de um, e apenas um, outro poligono.

b) A interse¢ao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou é um vértice ou € vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado uma aresta

do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

Todo poliedro (no sentido da defini¢do acima), limita uma regiao do espago chamada
de interior desse poliedro. Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior é convexo.
“Um conjunto C, do plano ou do espago, diz—se convexo, quando qualquer segmento de

reta que liga dois pontos de C esta inteiramente contido em C”.

No caso dos poliedros, podemos substituir essa definicao por outra equivalente, que

nos sera mais util:

“Um poliedro é convexo se qualquer reta (ndo paralela a nenhuma de suas faces) corta

em, no maximo, dois pontos”.
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Figura 1. Poliedro Convexo Figura 2: Poliedro ndao Convexo

Fonte: De autoria

Em todo poliedro convexo com A arestas, V vértices e F faces, vale a relagao de
Euler V— A 4+ F = 2, pois caso contrario, quando o poliedro estiver aberto vale a relacao
V — A+ F =1. Veja por exemplo: Lima (1985), Muniz Neto, Machado, E.L.; Carvalho,
P.C.P.; Wagner, E.; Morgado v. 2 (2006), Dolce V. 10 (2013).

Nota 3. Leonhard Euler (1707 — 1783 ) foi um importante matemdtico e cientista suigo,
foi considerado um dos maiores estudiosos da matemdtica, em sua €poca. Nasceu em
Basileia, suica, no dia 15 de Abril de 1707. Com 16 anos, recebeu o grau de Mestre em
Artes, com uma disserta¢ao que comparava os sistemas de Filosofia Natural de Newton e

Descartes.

Problema 1. Um poliedro convexo tem 3 faces pentagonais e algumas faces triangulares.
Qual o numero de faces desse poliedro, sabendo que o nimero de arestas € igual o quddruplo

do numero de faces triangulares.

Solugao: Seja x o numero de faces triangulares. O numero A de arestas é dado por

A — 3x + 15

2
3 arestas, além disso, como cada aresta é contada duas vezes, entao devemos somar o

, pois cada face pentagonal tem cinco arestas e as faces triangulares tem

numero de arestas e dividir por 2. Por outro lado, sabemos que A = 4x. Assim, temos
que 15+ 3x = 8x, dai segue que x = 3 (nimero de faces triangulares), como temos 3 faces

pentagonais, logo existem 6 faces no poliedro.
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Problema 2. O poliedro nao convexo, nao atende a relacio de FEuler, veja na figura

abaizo.

Fonte: De autoria

Solugao: V=13, A =18 e F =8, agora devemos substituir na relagao de Euler:
V-—A4+F=2=—=13—-18+8 =3,

como 3 difere de 2 , logo a relacao de Euler nao atende nesse poliedro.
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5 FEstudo dos Solidos Geométricos

5.1 Estudo de um prisma

O que segue tomamos como referéncia DOLCE, O & POMPEO, J. N (2013) e MUNIZ
NETO (2013).

Definigao 2. Denominamos prisma a todo poliedro convero em que:

1°) Hd duas faces (chamadas bases) que sao poligonos congruentes contidos em planos

paralelos distintos; e

2°) As demais faces (chamadas faces laterais) sao paralelogramos determinados por pares

de lados correspondentes nas duas bases.

Fonte: De autoria

Os prismas recebem nomes de acordo com os poligonos das bases: prisma triangu-
lar (base tridngulo); prisma quadrangular (base quadrilatero); prisma pentagonal (base

pentégono), etc.
Os prismas podem ser classificados em duas categorias:
e prismas retos sao aqueles em que as arestas laterais sao perpendiculares aos planos
das bases; e

e prismas obliquos sao aqueles em que as arestas laterais sao obliquas aos planos das

bases.
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Os prismas retos, em que as bases sao poligonos regulares, sao chamados prismas

regulares. Num prisma regular:

e as bases sao poligonos regulares, logo tém lados congruentes e angulos congruentes;

e as arestas laterais sao perpendiculares as bases, logo as faces laterais sao retangulos.

L S SRR ——

~

’
’

e |’ r
Prisma triangular reto Prisma triangular regular  Prisma quadrangular obliquo

0

Prisma triangular obliquo

.

Prisma quadrangular reto Prisma hexagonal regular

Fonte: De autoria

Teorema 5.1. O volume de um prisma qualquer € dado pelo produto da sua altura pela

area da base.

Demonstrag¢ao. Com o auxilio do Principio de Cavalieri, podemos obter sem dificuldade
o volume de um prisma. Sem perda de generalidade, consideremos um prisma de altura
h, e cuja base seja um poligono de area A, contido em um plano horizontal. Agora,
construimos ao lado deste prisma um paralelepipedo retangulo de mesma altura h e de

forma que sua base seja um retangulo de area A.

Suponha agora que os dois sélidos sejam cortados por um outro plano horizontal
paralelo ao plano «, que produz secoes de areas A; e A, no prisma e no paralelepipedo,
respectivamente. Diante disso o paralelepipedo é também um prisma e sabemos que em
todo prisma, uma secao paralela & base é congruente com essa base. Logo, como figuras
congruentes tém mesma area, temos que A; = A = A, e, pelo Principio de Cavalieri, os
dois solidos tém mesmo volume. Dessa forma, como o volume do paralelepipedo é Ah,

entao o volume do prisma é também o produto da area de sua base por sua altura.

Volume do Prisma = (4rea da base) x (altura).



39

Fonte: De autoria

[]

Problema 3 (ENEM PPL 2018). Uma fdbrica comercializa chocolates em uma caiza de

madeira, como na figura.

20 cm

\ e

20 cm

Fonte: Prova ENEM

A caiza de madeira tem a forma de um paralelepipedo reto-retdngulo cujas dimensoes
externas, em centimetro, estao indicadas na figura. Sabe—se também que a espessura da

madeira, em todas as suas faces, € de 0,5 cm.

Qual € o volume de madeira utilizado, em centimetros cibico, na constru¢iao de uma

caiza de madeira como a descrita para embalar os chocolates?

Solugao: Primeiro devemos calcular o volume externo da caixa que é da forma:
V =20-20-8 = 3200 cm®.
Agora devemos calcular o volume interno da caixa, ou seja, devemos subtrair as

espessuras de cada dimensao da caixa, entdo temos: V = 19-19-7 = 2527 cm?, finalmente

temos como solucao a diferenca destes volumes que é:

R = 3200 cm?® — 2527 cm?® = 673 cm?.
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Problema 4 (ENEM PPL 2014). Uma fdbrica de rapadura vende seus produtos em-
pacotados em uma caiza com as sequintes dimensoes: de comprimento; de altura e de
profundidade. O lote minimo de rapaduras vendido pela fdbrica € um agrupamento de

caizas dispostas conforme a figura.

Fonte: Prova ENEM

Qual € o volume do lote minimo comercializado pela fdbrica de rapaduras?

Solugao: Primeiro devemos calcular o volume de uma caixa da forma: V =25-10-15 =
3750 cm?.

Como o lote minimo possui 125 caixas, entao devemos multiplicar esse total de caixas

pelo volume de uma caixa, logo temos
R=125-25-10-15 = 468750 cm”.

Exemplo 5.1. Sobre 3 retas paralelas, nao situadas mo mesmo plano, sio tomados 3
segmentos de igual comprimento K. Prove que o volume do prisma triangular assim obtido

depende do comprimento h mas nao das posi¢oes dos segmentos sobre as retas.

Solucao: Consideremos um plano «, perpendicular as trés retas dadas.

Fonte: De autoria

Como o volume do prisma em questao é igual a hx érea (t,), onde t, é o tridngulo cujos
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vértices sao as intersecoes de o com as trés retas dadas. Evidentemente, t, nao depende

das posigoes dos segmentos sobre as retas.

5.2 Estudo de uma piramide

Definigao 3. Denominamos piramide a todo poliedro convexo em que hd uma face (cha-
mada base), num dado plano, e apenas um vértice (chamado vértice da pirdmide) fora

desse plano.

As demais faces da piramide sao os triangulos determinados, cada um deles por um

lado da base e o vértice da piramide. Elas sao chamadas faces laterais.

Na figura abaixo, representamos um poliedro convexo ABCDEV em que a face ABCDE
¢ um poligono contido no plano «, e V é o tinico vértice que nao estd em «. Trata—se de

uma piramide em que a base ¢ ABCDE e o vértice é V. As faces laterais sao os triangulos
ABV, BCV, CDV, DEV e EAV.

Convém observar que esta piramide tem 6 vértices: os 5 da base (A, B, C, D, E) e

mais o chamado vértice da piramide (V).

Fonte: De autoria

Denominamos altura da piramide a distancia entre o vértice e o plano da base. A

altura é a distancia entre V e sua projecao ortogonal V’ sobre «.

Fonte: De autoria
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As piramides recebem nomes de acordo com o poligono da base: piramide triangular
(base triangulo), piramide quadrangular (base quadrilatero), piramide pentagonal (base

pentégono), etc.

Uma piramide é denominada piramide regular, quando a base ¢ um poligono regular

e a projecao ortogonal do vértice, no plano da base, coincide com o centro desse poligono.

Na piramide regular, as arestas da base sao congruentes entre si e as arestas laterais

sao congruentes entre si.

piramide triangular piramide quadrangular piramide hexagonal

piramide pirdmide piramide
triangular regular quadrangular regular hexagonal regular

Fonte: De autoria

Problema 5 (ENEM PPL 2016). A cobertura de uma tenda de lona tem formato de uma
pirdmide de base quadrada e € formada usando quatro tridingulos isosceles de base y. A
sustentacao da cobertura € feita por uma haste de medida x. Para saber quanto de lona

deve ser comprado, deve—se calcular a drea da superficie da cobertura da tenda.

Fonte: Prova do ENEM

Qual € a drea da superficie da cobertura da tenda, em fun¢ao dey e x?

Solu¢ao: Primeiro devemos aplicar o teorema de pitagoras no tridangulo destacado abaixo

para encontrarmos a altura dos tridngulos das faces laterais.
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Logo,
1-y-g y?
Slateral = 5 Slateral = 29'( X2 + )

Problema 6 (ENEM PPL 2016). A figura mostra a piraémide de Quéops, também conhe-
cida como a Grande Pirdmide. Fsse € o monumento mais pesado que jd foi construido
pelo homem da Antiguidade. Possui aproximadamente 2,3 milhoes de blocos de rocha,
cada um pesando em média 2,5 toneladas. Considere que a pirdmide de Quéops seja
reqular, sua base seja um quadrado com lados medindo 214zm, as faces laterais sejam

tridngulos isdsceles congruentes e suas arestas laterais mecam 204 m.

Disponivel am: waww.maurowsigel blogspot.com.
Acesao em: 23 nov. 2011,

Fonte: Prova do ENEM

Qual o valor mais aprorimado para a altura da pirdmide de Quéops?

Solug¢ao: como a base da piramide é um quadrado, entao a medida da diagonal do qua-
drado é AB e BC é metade da diagonal do quadrado. Agora devemos aplicar o teorema
de Pitagoras no tridngulo destacado abaixo, dessa forma obtemos a altura desejada da

piramide.
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B

Fonte: De autoria

214+/2

5= 107+/2 e BD = 204. Logo,

Temos que AB = 214\/5, BC =

(BD)> = (DC)?+ (BC)?
204> = (DC)?+ (107v/2)?
(DC)?* = 41616 — 22898
(DC) = /18718

(DC) ~ 136,8 m.

5.2.1 Seccao paralela a base de uma piramide triangular

Consideremos uma piramide triangular de vértice V e base ABC contida num plano
. Seccionando essa piramide por um plano (3, paralelo ao plano «, que intersecta as

arestas laterais em pontos distintos, entao temos:

Fonte: De autoria

a) A secgdo e a base s@o triangulos semelhantes. Justificativa: Os angulos do triangulo
A’B’C’ e do triangulo ABC sao, respectivamente, congruentes por terem os lados

correspondentes paralelos.
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b) A razao de semelhanga entre a secgao e a base é % Justificativa:

VB’_VY:>VB’_1i
VB  VH VB h’

AVYB’ = AVHB

A'B’ VB A'B

AVA'B’ = AVAB ER
AB VB _ AB h

c) A razdo entre a area da secc@o e a area da base é

(%)2 (5.1)

Teorema 5.2. Duas piramides triangulares de mesma altura e bases equivalentes tém

volumes iguais.

Demonstracao. Consideremos duas piramides triangulares, P; e Py, de mesma altura h,
apoiadas num plano « e contidas num mesmo semiespaco de origem «, de modo que
qualquer plano paralelo a « estabeleca em Pq seccao de area A e determine em P, seccao

de area A..

Fonte: De autoria
Por (5.1), entao temos:
o=@ e -
— == e —=|(=) .
Ay h A h
Mas, como as piramides das bases possuem mesma area, A, = A{, entdo concluimos

que Ag = AL

Como as seccoes das duas piramides sao equivalentes, ou seja, possuem mesma area,
entao pelo Principio de Cavalieri podemos garantir que os volumes de P; e de Py sao

iguais, entao temos que: Vp, = Vp,. ]
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1
Teorema 5.3. O volume de uma pirdmide tridngular é 3 do produto da drea da base pela

medida da sua altura.

Fonte: De autoria

Demonstra¢ao. Consideremos um prisma triangular de bases ABC e A’B’C’. Seccionando—
o pelo plano BA’C’; obtemos as piramides P; de vértices A’, B/, C’, B e P) de vértices A,
A’, C’, C, B. Seccionando P pelo plano A’BC, entao temos as piramides Py de vértices
A’, B, C, C' e P3 de vértices A’, A, B, C.

Dessa forma o prisma foi decomposto em trés piramides triangulares, Py, Py e P3,
entao podemos verificar que a soma dos volumes destas piramides é igual ao volume do
prisma original, logo,

V =Vp, + Vp, + Vp,. (5.2)

e Py é equivalente a P3, pois tém bases com areas iguais (AA’B’C’ e AABC) e mesma

altura(distancia entre as bases). Logo,

Vp, = Vp,. (5.3)
e Py ¢ equivalente a P3, pois tém bases com areas iguais Aarccry = Aaac) =
1
3 A(a'accr) € mesma altura (distancia de B a face oposta). Logo,

Vp, = Vp,. (5.4)
Agora, usando-se (5.3) e (5.4), temos:

Vp, = Vp, = Vp,.
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Por (5.2), temos, que o volume de cada piramide triangular é dado por

V — Vprisma
==
Concluimos, entao que
1
V= 3 Ayp - h.

]

Teorema 5.4. O volume de uma pirdmide qualquer é um ter¢co do produto de sua altura

pela drea da base.

Demonstracao. Considere uma piramide de vértice V e um poligono na base com n lados.
Como todo poligono pode ser decomposto em n — 2 tridngulos, entao a base desta pira-
mide é decomposta em n — 2 triangulos; logo pode ser decomposta em n — 2 piramides

triangulares, cujas bases sao esses n — 2 triangulos, de mesma altura h.

Fonte: De autoria
Sendo Bi, By, B3, ..., By_5 as areas desses n — 2 tridngulos, entao temos:
Bl+BQ+Bg+...+Bn,2:Ab,

logo, o volume da piramide é calculado pela expressao:

1 1 1

V = —.B,-h+=--By-h+...4=--A,, 5-h
g Pt grbarht. g 2
1

V = 5-(Bl+82+...+Bn_2)-h
1

V = —.A-h
3 b

]

Problema 7 (UERJ 2019). Observe na imagem uma piramide de base quadrada, seccio-
nada por dois planos paralelos a base, um contendo o ponto A e o outro o ponto B. Esses

planos dividem cada aresta lateral em trés partes iguais.
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Considere as sequintes medidas da pirdmide:

o altura =9 cm
e aresta da base =6 cm

e volume total = 108 cm?

VA T
L | /
e

Fonte: Prova da UERJ

Qual o volume da regido compreendida entre os planos paralelos?

Solugao: Devemos utilizar a piramide V; semelhante a piramide V total, sendo que a
piramide V; tem bases quadradas de lados b e, depois utilizamos a piramide V5 semelhante
a piramide total V, sendo que a piramide V5 tem bases de medidas iguais a. Depois é s6

subtrair os valores dos volumes encontrados da forma: Vo, — V) que é o valor procurado.

Fonte: De autoria

b
Temos,%z—é3b=6:>b:2. Dai,

6
ﬁ_22:>v—108 iz>v—4cm3
108~ \6 L 216 L ‘
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2
Tem-se, x_4a = 3b =12 = a =4. Dali,
3x 6
Vo o [4\° 64
2 =) = V=108 — |= V, =32 cm®.
108 (6) 2 (216) 2= oscm

Logo,
Viachura = 32 —4 =28 cm®.

5.2.2 Tronco de Piramide e piramides semelhantes

Sejam uma piramide de vértice V e altura h; e um plano & que contém a base desta

z%/
)

H=h,—h,

piramide.

% i

Fonte: De autoria

Seccionando essa piramide por um plano (3, paralelo ao plano « e que esta a uma

distancia hy (0 < hy < hy) de V, entao temos:

a) Uma nova piramide de vértice V e altura hy, cujas faces sdo semelhantes as correspon-
dentes faces da piramide de vértice V e altura hy; estas duas piramides sao ditas

semelhantes;

b) Um outro sélido, chamado de tronco de piramide de bases paralelas (sao as bases das

duas piramides), cujas faces laterais sao trapézios e cuja altura ¢ H = h; — h,.

Duas piramides sao semelhantes se existe uma correspondéncia entre elas de modo
que o quociente de cada segmento de reta de uma delas e o correspondente seg-
mento da outra seja constante. Essa constante é a razao de semelhanca entre essas

piramides e sera representada pela letra K.
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5.2.3 Volume de tronco de Piradmide

E relevante observar que:

a) As bases de um tronco de piramide de bases paralelas sao poligonos semelhantes;

b) Num tronco de piramide reta tendo como base um poligono regular, as faces laterais

sao trapézios isosceles congruentes.

Nota: Se duas piramides sao semelhantes e a razao entre as medidas dos elementos lineares

correspondentes é igual a K, entao:

I. arazao entre as areas de superficies correspondentes ¢ igual a K?;

I1. a razao entre os volumes dos dois solidos é igual a K3.

Veja por exeplo os autores: Dolce O. vol. 10 (2013); Lima (1985); Neto Muniz (2013);
Machado (1988).

Sejam B e S as areas das bases de um tronco de piramide de bases paralelas e H a
altura do tronco. Entao o volume V desse tronco de piramide sera dado por V; — V,, onde

V; e V; sao os volumes das piramides de alturas respectivamente h e y:

Dessa forma temos uma expressao do tipo:

Fonte: De autoria
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h
A razao de semelhanca entre as piramides de bases B e S é —; entao:

E_}_‘Qeﬁ_h‘g
S \y Vo \y/

h\ 3
Substituindo Vi =V, - (g) em (5.5), vem:

h\ 3
)
h3
i)
h3_y3
V- VQ'( y? )
(h—y)(h* + hy +y?)
VvV = V2-< 7 :
1
Comoh—y:HeVQ—g-S-y,vem:
1 H(h? + hy + y?) h? h
V=3-5y 7 V=2 SH{ 5+ _+1
h? B h B
Substituindo — por — e — por \/i, temos:
y? S vy S

V:%~8H<§+\/§+1>:>V:g-<8+\/88+8>.

Problema 8 (IME 2017). Um tronco de pirdmide reqular possui 12 vértices. A soma dos
perimetros das bases € 36 cm a soma das dreas das bases € 30v/3 cm? e sua altura mede

3 cm. Calcule o volume do tronco de pirdmide.

Solugao: Se o tronco possui vértices, portanto a piramide tem base hexagonal regular.
Sendo { o lado da base menor (topo) e L o lado da base maior, entdao podemos montar as

expressoes do tipo:

Depois aplicamos a féormula do volume de tronco de piramide para encontrar o valor

desejado.

V3 ey — 3043

6-(L+0) = 36 L+t — 6
=
2

2402 = 20
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Dali, temos:
(L+0)? = 6
L>+2-L- 0+ = 36
2-L-£ = 16
L-{ = 8.
Logo,
h /
V = §~(B+B + VB -B’)
3 23 L2/3
V= 30\/§+\/6- {-6- ;/_

2
VvV = 30\/§+\/6~36-(L16@

V = 30V3+ V432
V = 42V/3.

5.3 Estudo de um cilindro

Definigao 4. Cilindro de revolugao (ou cilindro circular reto) € obtido pela rotagdo com-

pleta de um retangulo em torno de um eizo que contém um dos seus lados.

Flgura 3: Rotagao de um retangulo sobre um eixo e

me

Fonte: De autoria

O eixo e é denominado eixo do cilindro; os circulos gerados pela rotacao dos lados AB
e CD sao as bases e a superficie gerada pelo lado BC é chamada de superficie lateral do

cilindro. A medida r = AB = CD ¢ o raio das bases e h = BC ¢ a altura do cilindro.

O segmento BC, ou qualquer outro paralelo ao eixo e com uma extremidade em cada

circunferéncia das bases, é denominado geratriz. No cilindro reto, a medida da geratriz é
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igual a altura.

Nota: Existem também cilindros circulares que nao sao cilindros de revolucao, sao cha-
mados cilindros circulares obliquos. Num cilindro obliquo, as bases sao circulos de mesmo
raio, contidos em planos paralelos, mas o eixo, que liga os centros das bases, nao é per-
pendicular aos planos delas. Neste caso, a medida de uma geratriz g é maior que a altura

h (distancia entre os planos das bases).

Fonte: De autoria

Teorema 5.5. O volume de um cilindro circular € dado pelo produto da drea da base pela

altura do cilindro.

Demonstra¢ao. Consideremos um cilindro e um prisma de bases equivalentes contidas

num planos «. Portanto, o cilindro e o prisma tém alturas iguais e bases de mesma area.

Fonte: De autoria

Um plano paralelo as bases, que secciona os dois solidos, determina neles secgoes
transversais congruentes, pois cada uma é congruente a base do respectivo solido. Pelo
Principio de Cavalieri, concluimos entao que o cilindro e o prisma tém volumes iguais.
Desta forma, o volume V do cilindro é dado pela mesma férmula do volume V de um
prisma.

V=Ap h
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Como o cilindro a base é um circulo de raio r, entao o volume do cilindro é
V=nmr’ h.
]

Obs 1. Quando seccionamos um cilindro por um plano paralelo & base, obtemos uma

secgao transversal do mesmo, que € um circulo congruente a base.

Obs 2. Quando seccionamos um cilindro por um plano que contém o eixo, a sec¢do € dita
meridiana; a sec¢ao meridiana de um cilindro circular reto é um retingulo de dimensoes
2r (didmetro da base) e h (altura). Quando 2r = h, essa secgao € um quadrado e o

cilindro é chamado, neste caso, cilindro equildtero.

Exemplo 5.2. Chama-se se¢do reta de um cilindro a figura plana obtida como intersecao
do cilindro com um plano perpendicular & geratriz. (impde-se ainda, tacitamente, que
esse plano corte todos os segmentos de reta levantados da base paralelamente & geratriz).
Prove que o volume de um cilindro é igual ao produto da drea de sua seg¢ao reta pelo

comprimento da geratriz.

Solugao: Seja 7t um plano perpendicular & geratriz do cilindro C, cuja base chamaremos
de F. Como 7 é um plano horizontal, a figura plana F é uma superficie e o cilindro C é
o s6lido obtido como reuniao dos segmentos verticais de comprimento g exigidos a partir
dos pontos da superficie F. Sendo assim, V(C) = g-éarea(Fy), onde Fy é a projegao vertical

de F sobre o plano 7t. Ora, Fy nada mais ¢ do que a sec¢ao reta do cilindro C.

Problema 9 (ENEM PPL 2015). Ao se perfurar um pogo no chao, na forma de um
cilindro circular reto, toda a terra retirada é amontoada na forma de um cone circular
reto, cujo raio da base € o triplo do raio do pogo e a altura € 2,4 metros. Sabe-se que o
volume desse cone de terra é 20% maior do que o volume do poco cilindrico, pois a terra

fica mais fofa apds ser escavada.

Qual € a profundidade, em metros, desse po¢o?
Solugao: Sendo 1 e h as dimensoes do cone e R e H as dimensoes do pogo, calculando o
volume do pocgo e do cone, tem—se:

Vcone -

Veone = 3 "7 (3R)2 -2,4
Vcone = 7, 27TR2.
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Vpogo = TU- R2 - H.

Pelo enunciado, sabe—se que o volume do cone ¢ 20% maior do que o volume do poco

cilindrico, logo, pode—se escrever:

1,2 Vpogo = Vcone
1,2nR* - H = 7,2nR?
H = 6m.

Problema 10 (ENEM PPL 2015). Uma fdbrica brasileira de exportagao de peizes vende
para o exterior atum em conserva, em dois tipos de latas cilindricas: uma de altura tgual a
4 cm e rato 6 cm e outra de altura desconhecida e raio de 3 cm respectivamente, conforme
figura. Sabe-se que a medida do volume da lata que possui raio maior, Vi € 1,6 vezes a

medida do volume da lata que possui raio menor, V.

T g i
[
4
E
o
=
— s — T

e N — —

Fonte: Prova do ENEM

Qual a medida da altura desconhecida?

Solu¢ao: Primeiro devemos calcular o volume V; da lata cilindrica menor e, depois calcu-
lamos o volume V; da lata cilindrica maior. Dessa forma igualamos os volumes das latas
de modo que o volume V; ¢ igual ao 1,6 - V,. Temos que, Vi =m-62-4e Vo =7 3% x.
Dai,

V1 - 1,6'\/2
m-6%-4 = 1,6-m-3%-x
144 = 14,4-x

x = 10 cm.
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5.4 FEstudo do Cone

Defini¢ao 5. Cone de revolugao (ou cone circular reto) é o sdlido obtido pela rotagdo

completa de um triangulo retdngulo em torno de um eizo que contém um dos catetos.

Fonte: De autoria

O eixo e é denominado eixo do cone; o circulo gerado pela rotacao do cateto AB é a
base do cone e a superficie gerada pela hipotenusa BC é chamada de superficie lateral do
cone. A medida r = AB é o raio da base e h = AC é a altura do cone. O ponto C é o

vértice do cone.

Os cones podem ser classificados pela posicao da reta VO em relacao ao plano da

base:
Se a reta VO é obliqua ao plano da base, temos um cone circular obliquo.

Se a reta VO é perpendicular ao plano da base, temos um cone circular reto.

;
1 5
1 [
1
1
1
1
1

v T 14 1%

Fonte: De autoria

O eixo de um cone é a reta determinada pelo vértice e pelo centro da base do cone.

A geratriz de um cone circular reto é também dita apotema do cone.

Teorema 5.6. O volume de um cone € um ter¢o do produto de sua altura pela drea da

base.
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Demonstra¢ao. Consideremos um cone de altura H com area da base de medida A contida

num plano «.

Consideremos também uma piramide de altura H com area da base de medida A

contida no mesmo plano «.

Fonte: De autoria

Se um plano horizontal 3 com distancia h dos vértices secciona os dois sé6lidos, deter-

minando regioes planas de dreas A; e Ay, entao temos:

AR A

A H ° A HY

. A A
entao f = XI’ logo A1 = As.

Portanto, pelo Principio de Cavalieri, podemos afirmar que o cone e a piramide iniciais
tém o mesmo volume. Como ja sabemos que o volume da piramide é V = Ay, - —. Logo

o cone também possui o mesmo volume do tipo:

V = (Area da base> .alt;ra'

]

Problema 11 (ENEM PPL 2014). Para fazer um piao, brinquedo muito apreciado pelas
criancgas, um artesao utilizard o torno mecdanico para trabalhar num pedaco de madeira
em formato de cilindro reto, cujas medidas do didmetro e da altura estao ilustradas na
Figura 1. A parte de cima desse piao serd uma semiesfera, e a parte de baizo, um cone
com altura conforme Figura 2. O vértice do cone deverd coincidir com o centro da base

do cilindro.
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7cm

4 cm

‘\-_,__‘_‘_‘_‘_'__'__,__,-’

Figura 1 Figura 2

Fonte: De autoria

O artesao deseja fazer um piao com a maior altura que esse pedago de madeira possa

proporcionar e de modo a minimizar a quantidade de madeira a ser descartada.
Dados:
. 4 3
O volume de uma esfera de raio v € — - 70-1°;
O volume do cilindro de altura h e drea da base S € S -h;

O volume do cone de altura h e drea da base S é

.S -h;

Ll

Por simplicidade, aproxime 7 para 3.

Qual a quantidade de madeira descartada, em centimetros cibicos?

Solugcao: A quantidade de madeira descartada corresponde ao volume do cilindro sub-
traido dos volumes da semiesfera e do cone. Portanto, o resultado encontrado é

6\>_ 1 4 1 6\°
A=) 7=—=.2. AP —_Z.xl =) 4 = 189 —54 —
7[(2) 7 53 (7 —4) 3 71(2) 89 — 54 — 36

= 99 cm?.

Problema 12 (ENEM 2016). Em regioes agricolas, é comum a presen¢a de silos para ar-
mazenamento e secagem da producao de graos, no formato de um cilindro reto, sobreposta
por um cone, e dimensoes indicadas na figura. O silo fica cheio e o transporte dos graos
¢ feito em caminhoes de carga cuja capacidade € de 20 m3. Uma regidgo possui um silo

cheio e apenas um caminhdo para transportar os graos para a usina de beneficiamento.
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12 m

Fonte: De autoria

Utilize 3 como aproximac¢ao para Tt.

Qual o numero minimo de viagens que o caminhao precisard fazer para transportar todo

o volume de graos armazenados no silo?

Solucao: O volume do silo é dado pela soma do volume do cilindro com o volume do cone,

dessa forma obtemos:

1
71-32-12+§-7t-32-3%324+27%351 m3.

Portanto, se n é o ntimero de viagens que o caminhao precisara fazer para transportar
todo o volume de graos armazenados no silo, entao devemos ter a quantidade minima
de viagens feita pela divisao do volume do silo e a capacidade que cada caminhao pode

transportar, dessa forma obtemos:

351
> 220 17,55
"=

Logo a quantidade minima é 18.

5.4.1 Tronco de Cone

Vamos considerar um cone circular reto de vértice V e altura h e um plano « paralelo

a base que secciona o cone, entao veja a ilustragao:
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Fonte: De autoria

Neste caso, obtemos os dois so6lidos; um cone de vértice V e altura d e o outro soélido,

que chamamos de tronco de cone inicial:

Fonte: De autoria

No tronco de cone, destacamos as seguintes partes:

a) duas bases: a base maior (base do cone inicial) e a base menor(sec¢ao determinada

pelo plano «);
b) a altura (hy), que é a distancia entre as bases (h; = h — d);

c) a geratriz, cuja medida (g;) é obtida pela diferenga das medidas das geratrizes dos
dois cones: g; = g — g2, em que g: geratriz do cone inicial e gy: geratriz do cone

determinado pela seccao com o plano «.



geratriz do tronco

(91)

base menor

altura do tronco

(h1)

______
- ~
.-

base maior

Fonte: De autoria

5.4.2 Volume do tronco de cone reto

Vtronco

VtTOTLCO

Vtronco

Vtronco

Vtronco

VtTOT'LCO

hi

Fonte: De autoria

- Vcone(maior) - Vcone(menor)

1 1
— —mR’h; — —7r?d
37'( 1 37'[1‘

7T
= —(R*h; —1%d
j (ko)

R’h; —r?(h, — h)]

R*hy —°hy + rQh}

wlA wlAa wlA

(R2 — T2)h1 + T2h:| .

61

(5.6)
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Da semelhanca de triangulos, temos:

R h hR
?:El:>Rd:Th1=>R(h1—h):ThliRhl—Rh:Thq:}hl:ﬁ. (57)

Substituindo (5.7) em (5.6), temos:

Vironeo = = :(Rz Tt rzh]
Vironeo = % (R= T])Q(E - L rQh}
Vironco = 3 (R+ )RR+ rZh}
Vironeo = g Ren + rRh*rﬂ

Vironco = %1 (R2 + Rr + r2> .

Logo,
h
Vironeo = % <R2 +Rr+ r2) .

5.5 Estudo da Esfera

Definicao 6. Esfera € o solido obtido pela rotagao completa de um semicirculo em torno

de um eixo que contém o didmetro.

Fonte: De autoria

A superficie gerada pelo semicirculo(contorno) é a superficie esférica da esfera. O raio
T do semicirculo é também o raio da esfera e da superficie esférica. O ponto O é centro

da esfera e da superficie esférica.

Todo ponto P da superficie esférica dista r do centro O. Os pontos da esfera distam

d, d <, do centro O.

e P € superficie esférica se, e somente se, PO =r.
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e P ¢ esfera se, e somente se, PO < 7.

Os pontos P da esfera tais que PO <r chamam-se pontos interiores.

A interseccao de um plano com uma esfera que se cortam é um circulo. Quando o

plano passa pelo centro da esfera, a seccao é um circulo maximo da mesma.

Um plano distante d do centro, d < r, determina na esfera uma seccao de raio s. A

relacao entre d, s e 1, raio da esfera, ¢ dada pelo teorema de Pitagoras:

Fonte: De autoria

Considerando a superficie esférica de eixo e, os pontos P; e Py onde e fura a superficie
sao chamados polos.

A secgao determinada por um plano que contém o eixo é um circulo méaximo chamado
de meridiano.

A secc¢ao determinada por um plano perpendicular ao eixo, passando pelo centro, é

um circulo maximo denominados de equador. Os outros planos perpendiculares ao eixo

determinam seccoes chamadas paralelos.

B LT T

Fonte: De autoria
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5.5.1 Volume de uma Esfera

47r®

Teorema 5.7. O volume de uma esfera de raio r é

Demonstracao. Consideremos um cilindro equilatero e uma esfera, onde o raio da esfera
é 0 mesmo raio r da base desse cilindro, entao pelo Principio de Cavalieri o volume dessa
esfera é equivalente ao solido que se obtém excluindo o volume dos dois cones de um

cilindro equilatero, conforme ilustracao abaixo:

Fonte: De autoria

De fato, percebemos que as secgoes determinadas por um mesmo plano nos dois solidos

tém areas iguais, uma vez que s? = r* — d2.

Portanto, o volume V da esfera fica determinado pela diferenca entre o volume do

cilindro equilatero e pelo volume ocupado pelo dois cones:
2 L,
V = mr -2?—2-§7tr T

2
vV = 27Tr3—§m'3
4 3.

= —mr
3

O
Problema 13 (ITA 2016). Uma esfera Sy de raio R > 0 estd inscrita num cone circular

reto K. Qutra esfera, So de raio v, com 0 < r < R estd contida no interior de K e €

simultaneamente tangente a esfera S1 e a superficie lateral de K. Qual o volume de K?
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Solugao: Consideremos a seccao meridiana do cone mostrada na figura abaixo:

Fonte: De autoria

Considerando que O é o centro da esfera inscrita no cone e C o centro da outra esfera
tangente a superficie lateral do cone e a esfera inscrita neste cone. Considere também que

o segmento CD ¢é paralelo ao segmento EF.

Aplicando o Teorema de Pitédgoras no triangulo COD temos:
CD?+4+ (R—1)>=(R+71)> = CD = 2VRr.

Considerando que os triangulos ACE e COD sao semelhantes, podemos escrever:

x T :>X_r-(R+r)
R+r R-—7  R—7r

Portanto, a altura h do tridngulo sera dada por:

2. R2
h=x+R+r+R=h=-—".
—T

Considerando, agora, que os triangulos ACE e COD sao semelhantes, escrevemos:

2VRr  R-—r1 R
IR? et y :y:

—T

:

~

Portanto, o volume do cone circular reto é obtido dessa forma:

1
V = ~.m-y2-h

3 ™Y

1 R2 \? /2.R?
V = —.1 .

3 vVR-r R—r
vV — 2.7m-R°

3-1-(R—r1)

Problema 14 (ENEM 2014). Uma empresa farmacéutica produz medicamentos em pilu-
las, cada uma na forma de um cilindro com uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro

em cada uma de suas extremidades. Essas pilulas sao moldadas por uma mdquina pro-
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gramada para que os cilindros tenham sempre 10 mm de comprimento, adequando o raio

de acordo com o volume desejado.

Um medicamento € produzido em pilulas com 5 mm de raio. Para facilitar a degluti-
¢ao, deseja—se produzir esse medicamento diminuindo o rato para 4 mm e, por consequén-

cia, seu volume. Isso exige a reprogramac¢ao da mdquina que produz essas pilulas.

Use 3 como valor aproximado para 7.

Qual a reducao do volume da pilula, em milimetros ciubicos, apds a reprogramacao da
madquina?

Solug¢ao: Primeiro devemos calcular o volume de um cilindro e o volume de uma esfera
ambos com raio igual a 5 mm, entao dessa forma obtemos o volume da pilula.

O volume de uma pilula de raio em milimetros ciibicos, é dado por
2 4 3 ~ 0.2
T T -10+§-7'c-r = 2r°(15 + 2r).

Agora devemos calcular o volume do cilindro e da esfera com raio igual a 4 mm e, subtrair

os valores dos volumes encontrados do tipo:
2-5%-(154+2-5)—2-4%- (15+2-4) = 1250 — 736 = 514 mm®.

Problema 15 (ITA 2014). Seis esferas de mesmo raio R sao colocadas sobre uma super-
ficie horizontal de tal forma que seus centros definam os vértices de um hexdgono reqular
de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada uma sétima esfera de raio 2R que tangencia

todas as demais. Determine a distdncia do centro da sétima esfera a superficie horizontal.

Solucao:

Fonte: De autoria
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No triangulo VOA, temos:
(3R)2=(2R)?+ h? = h=R- V5.
Portanto, a distancia do centro da sétima esfera a superficie horizontal é:

d=R+R-v5=R(1+V5).

5.5.2 Partes da Esfera (Cunha e Fuso)

Um plano que contém o eixo divide a esfera em duas semiesferas (hemisférios).

Dois planos distintos que contém o eixo dividem a esfera em quatro sélidos denomi-
nados cunhas esféricas. A superficie esférica fica também dividida em quatro partes, que

sao chamadas fusos esféricos.

Uma cunha e o respectivo fuso esférico tém, respectivamente, volume e area propor-

cional ao angulo dos planos que os determinam.

Fonte: De autoria

e Volume da cunha de angulo «, em uma esfera de raio R.

Angulo Volume
4 3
Esfera 360° —— 3 -m-R
Cunha o = \Y
«x 4m-R3 - m-R3




e Area do fuso de dngulo «, em uma esfera de raio R.

Entdo A = — 47 R2 = A —

360

Angulo Volume
Esfera 360° ——— 47~ 7t - R?
Cunha o SR A
- 7 - R?
90

68
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6 Consideracoes finais

Creio que, diante de toda a contribuicao que enfatizamos nessa dissertacao para a
geometria plana e espacial e, levando-se em conta que exibimos modelos e técnicas para
resolucao de problemas envolvendo areas de figuras planas e volumes nos sélidos geomé-
tricos, através da construcao e utilizacao de material concretos feitos em sala de aula com
uma régua, um lapis, uma cartolina e uma tesoura. Entao, dessa forma verificamos que

serd mais compreensivo aos estudantes do Ensino Médio.

Aguardamos que as ideias mencionadas nesse trabalho possam servir de forma con-
creta para os discentes e docentes e estimulem o desenvolvimento do pensamento critico
nas suas praticas e vivencias de ensino, sejam em sala de aula ou na vida profissional e,
que estimule a sua aplicabilidade naqueles estudantes mais empenhados. Esperamos que

a nossa pesquisa sirva como um guia mestre.

Além disso, esta dissertacao tem por finalidade subsidiar a pratica pedagogica do
professor em sala de aula, quanto a geometria plana e espacial, mais especificamente no

calculo de area figuras planas e volume de alguns sélidos geométricos.
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