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“Sendo a construcao do universo perfeita e obra de um Criador sdbio,

tudo o que nele surge revela o sentido de um mdximo ou minimo."

Leonhard Euler



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo determinar a curva catenaria ideal para uma ponte
suspensa, utilizando o método variacional. A andlise envolve a aplicacdo de conceitos
avancados de calculo variacional para encontrar a curva que minimiza a energia potencial
total do sistema. A metodologia adotada inclui a formulacao do problema variacional, a
obtencao das equagoes de Euler-Lagrange correspondentes e a comparacao entre solucoes
analiticas e numéricas. Os resultados obtidos mostram que a curva catenaria ideal pode
ser determinada de forma precisa e eficiente através do método variacional, contribuindo

para o aprimoramento de projetos de pontes suspensas.

Palavras-chave: Catendria, método variacional, energia, pontes suspensas, Euler-Lagrange



ABSTRACT

The present study aims to determine the ideal catenary curve for a suspension bridge using
the variational method. The analysis involves applying advanced concepts of variational
calculus to find the curve that minimizes the total potential energy of the system. The
methodology includes formulating the variational problem, deriving the corresponding
Euler-Lagrange equations, and comparing analytical and numerical solutions. The results
demonstrate that the ideal catenary curve can be accurately and efficiently determined
using the variational method, thereby enhancing the development of suspension bridge
projects.

Keywords: Catenary, variational method, energy, suspension bridges, Euler-Lagrange.
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1 INTRODUCAO

O presente projeto, intitulado "Determinacao da Curva Catenaria Ideal para
uma Ponte Suspensa — Aplicagdo do método variacional", é motivado por sua
importancia tedrica e pratica nas interfaces entre a Matematica e a Engenharia. Essa
curva, conhecida como catenaria, ¢ fundamental no projeto de pontes suspensas, pois
permite a distribuicao uniforme da forga gravitacional total da estrutura sobre o material
e os cabos, garantindo que as tensoes produzidas nao sejam apenas minimizadas, mas
mantidas em um patamar étimo.

Neste trabalho, a catendria utilizada em pontes suspensas serd o foco principal. E de
particular interesse a modelagem de catenarias 6timas, considerando parametros adequa-
dos e transformacoes geométricas. O tratamento desse problema, reconhecido como uma
das questoes desafiadoras na historia do célculo, servira para demonstrar que as técnicas e
principios da época, embora sofisticados, continham algumas especificidades de seu tempo
[1].

A catenaria é definida como o caminho percorrido por uma corda ou corrente flexivel
suspensa livremente entre dois pontos fixos [1].

Trés solugoes para o desafio foram enviadas e publicadas na Acta Eruditorum, em junho
de 1691: uma por Huygens, uma por Leibniz e uma por Jakob Bernoulli. Foi a solugao
de Jakob Bernoulli que, aos vinte e quatro anos, o estabeleceu como um dos primeiros
matematicos de seu tempo. As publicagdes consistiam em uma descricao geométrica da
curva (ou seja, sua equagdo) e listas de suas principais propriedades, mas sem mostrar
como os resultados foram derivados [1].

Hoje, as estratégias utilizadas pelos trés matematicos estao disponiveis em manuscritos
e cartas. Alguns, como Johann Bernoulli, descreveram sua propria abordagem, como em
suas palestras sobre calculo integral para o Marqués de ’'Hopital. A relacdo entre esses
métodos reflete o carater de "pedra de toque'do problema da catenaria para dois métodos
rivais na matemadatica da época: a teoria classica da curva geométrica que Arquimedes
aplicou e o método moderno do calculo diferencial [1].

Nesse sentido, a determinacao da catenéria 6tima para uma ponte suspensa é introdu-
zida como um exemplo de aplicacao do calculo variacional, ou, em outras palavras, como
um problema concreto de engenharia que cria ressonancia com uma teoria abstrata para

sua solucao.
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1.1 MOTIVACAO E PROBLEMATIZACAO
INTRODUCAO E MOTIVACAO

O problema da catenaria 6tima para pontes suspensas é um desafio classico que integra
a engenharia com a matematica aplicada. A relevancia desta questao se estende além do
campo tedrico, oferecendo insights valiosos para a préatica da engenharia estrutural.

As pontes suspensas sao notaveis nao apenas por sua eficiéncia estrutural, mas também
por sua estética. A curva catenaria, que representa a forma do cabo sob seu préprio peso,
¢ fundamental para a concepcao dessas estruturas.

Essa forma especifica, conhecida como catenaria, é caracterizada pela tensao que os
cabos exercem. A determinacao dessa curva nao é um processo aleatério; ela emerge como
uma solucao de um problema de cédlculo variacional: qual é a curva que minimiza a forca
de tracao nos cabos? [2, 3].

A escolha da catendaria 6tima representa um problema complexo, pois envolve nao
apenas a identificacao da curva ideal, mas também a derivacao das tensdes nos cabos e
a andalise da estabilidade da estrutura. O calculo variacional se mostra um instrumento
poderoso para abordar esse desafio [2, 3].

Para aplicar o calculo variacional na otimizagao da catenaria, é imperativo minimizar a
energia potencial total do sistema [2, 3]. Portanto, uma compreensao sélida dos principios
variacionais é essencial. Esses fundamentos matematicos sao empregados para determinar
a forma exata da curva que suporta o peso da ponte, assegurando simultaneamente a
estabilidade e a seguranca da estrutura.

Este estudo é significativo ndo apenas por suas implicagdbes mateméticas, mas tam-
bém por suas repercussoes praticas. A identificacdo precisa da curva catendria étima
certamente contribui para a eficiéncia na construcao e manutencao de pontes suspensas,
promovendo uma abordagem mais segura e inovadora.

A motivacao por tras deste trabalho reside na possibilidade de inovacao no design de
pontes e na necessidade de estabelecer conexoes mais robustas entre a teoria matematica
e a pratica da engenharia. Assim, ao contribuir para o avanco da pesquisa no campo da
engenharia estrutural, esta investigacdo nao apenas busca aprimorar o desempenho e a
seguranga das pontes, mas também ilustra um exemplo concreto da aplicacao de métodos

matematicos avancados em contextos de engenharia contemporaneos.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho de conclusdo de curso é investigar e determinar a
curva catenaria ideal para uma ponte suspensa, utilizando técnicas avancadas do calculo
variacional. Busca-se compreender os principios fisicos e mateméaticos subjacentes a forma

da curva catenaria, bem como desenvolver métodos analiticos para otimizar sua geometria
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em funcao de parametros especificos da ponte, visando a maxima eficiéncia estrutural e a

minimizagao das tensoes nos cabos.

1.3

Os objetivos especificos incluem:

Formular o problema de otimizacao para determinar a curva catenaria ideal.

Derivar a equagao de Euler-Lagrange correspondente ao problema de minimizacao

da energia potencial total do sistema.

Resolver as equacoes de Euler-Lagrange para obter a solucao analitica da curva
catenaria ideal de uma ponte suspensa, aplicando técnicas de cédlculo variacional
para encontrar uma expressao matematica que descreva a forma precisa da curva,

considerando condigoes de contorno.

Relacionar os argumentos fisicos com os resultados obtidos para fundamentar a

aceitagao da curva catenaria como minimizadora da energia potencial do sistema.

Contribuir para o avango do conhecimento na area de mateméatica aplicada, forne-
cendo insights e ferramentas para o projeto e a construcao de estruturas suspensas

mais eficientes e seguras.

METODOLOGIA

A metodologia adotada neste trabalho envolve a aplicacao do célculo variacional para

formular e resolver o problema da catendria ideal. As etapas incluem:

Revisao bibliogréafica sobre catenérias e calculo variacional.
Formulacao do problema variacional.

Derivacao das equagoes de Euler-Lagrange.

Implementagao de métodos analiticos para a solucao das equacgoes.

Implementacgao de métodos numéricos para encontrar os parametros de contorno da
solugao analitica e para a plotagem das curvas da catenaria para diferentes compri-

mentos da corda.



14

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, serao discutidas as ferramentas matematicas essenciais para o desen-
volvimento deste trabalho. Inicialmente, abordaremos a curva catenaria, explorando sua
forma matematica, suas propriedades e aplicacbes. Em seguida, apresentaremos um res-
paldo tedrico sobre o calculo variacional, destacando suas diferencas em relacao ao calculo
diferencial. Essa fundamentacao é crucial para a compreensao dos métodos e conceitos

que serao utilizados nas analises subsequentes.

2.1 A CATENARIA

2.1.1 Definicao e Equacao Matematica

A catenaria é a curva que um fio flexivel, suspenso por suas extremidades e sujeito

apenas a forca da gravidade, assume. Matematicamente, a equagdo da catenaria é dada

Yy = acosh <Z> = % (eg + 62_%) .

Aqui, a é um pardmetro que determina a escala e a forma da curva, e cosh é a fungao

por:

cosseno hiperbolico, essencial para descrever a natureza da catenaria.

Figura 1 — Equacao e forma geométrica da catenaria

Grafico da Catenaria

Valordea: 1.5

—— Catendria: ¥ =1.5- cosh(x/1.5)

Fonte: Autor

1Nos capitulos posteriores, derivaremos essa equacdo utilizando o célculo variacional, demonstrando
que a catendria é a curva que minimiza a energia potencial gravitacional de um fio suspenso.
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2.1.2 Propriedades Geométricas : (CATENARIA X PARABOLA)

Historicamente, a catenaria foi estudada por varios matematicos notaveis. Galileu
Galilei inicialmente pensou que a forma de um fio suspenso seria uma parabola. No
entanto, Christiaan Huygens corrigiu essa suposi¢ao, demonstrando que a curva é uma
catendria.

A catenaria possui varias propriedades geométricas notaveis. Embora sua forma se

assemelhe a da parabola, ha diferencas sutis que distinguem as duas curvas.

Figura 2 - CATENARIA X PARABOLA

Catenaria Parabola

— y=Acosh(x/A) 254
70+ ——- Eixo de Simetria

154

10 4

— y=Ax

0+ —-- Eixo de Simetria Minimp

T ; ; T ; ;
Fonte: Autor

Ao observar o grafico, nota-se que a parabola apresenta uma curvatura mais acentuada
perto de seu ponto minimo em comparacao com a catendria, que exibe uma curvatura
menos ingreme nessa regiao. No entanto, a medida que nos afastamos do ponto minimo,
as duas curvas mostram uma similaridade crescente. Essa observacao visual destaca a
necessidade de uma analise quantitativa mais rigorosa para validar essa semelhanca.

Para uma andlise precisa das curvaturas, é essencial considerar as derivadas de cada
curva, elucidando a diferenca entre a variacdo da inclinagdo em um ponto e a curvatura
nesse ponto. A variacao da inclinagao é representada pela segunda derivada da fungao
que descreve a curva, enquanto a curvatura, que mede como a direcao da curva muda em

relacao ao seu comprimento de arco, demanda um estudo mais detalhado.

2.1.2.1 Variagao da Inclinagao ao longo de uma Curva

Na matematica, a inclinagdo em um ponto da curva é o coeficiente angular da reta
tangente a curva naquele ponto, equivalente a primeira derivada da funcao. A variacao
da inclinagao ao longo da curva ¢ determinada pela taxa de mudanca dessa inclinacao,
que ¢é a segunda derivada da fun¢ao nesse ponto.

A seguir, apresentaremos os calculos das derivadas para as curvas catenaria e parabola,

discutindo suas implicagoes geométricas.
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Considere as fungoes f e g, tais que, descrevem as curvas da parabola e a catenaria

respectivamente, ou seja,

f(z) = az?

g (z) = acosh <z>

calculemos dai, a primeira derivada de f e g:

' (z) = 2ax
e g (z) = sinh (2)

busquemos entdo, os valores de x para estacionar f’ e ¢’, ou seja,

f()=2ar=0 <= =0

€

Q8

<— r=-—12 < x=0.

/ o Ty _ 1 T —e )= @ =e
g(x)-smh(a)—0<:>2(e e )—0<:>e =e

Verificaremos agora, o sinal da segunda derivada de f e g quando = = 0:

f"(0)=2a>0 <= a>0

1 0 11+1 1
! _ _ — a “a - —_— = —
g(())—acosh<a> —2a<e +e ) 5 a>0<:>a>0_

Ambas f e g minimizam em z = 0. Contudo, f” é constante e positiva (se a > 0),
indicando que a inclinagao de f aumenta uniformemente com |z|. J& ¢” ndo é constante,

e a inclinagdo de g aumenta mais acentuadamente com |z|, o que é visivel na (Figura 3).

Figura 3 — Derivada Segunda - CATENARIA X PARABOLA

Comparagéo das Segundas Derivadas da Catenaria e da Parabola

Fonte: Autor
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2.1.2.2 Curvatura de uma curva

Conforme apresentado por Thomas [4], a curvatura de uma curva suave em um ponto
¢ uma medida de quanto e em que sentido a curva esta se dobrando naquele ponto. Seja
ﬁ
T'(s) o vetor tangente unitdrio a curva parametrizada pelo comprimento de arco s. A

curvatura x nesse ponto é definida por:

Essa expressao fornece a taxa com que o vetor tangente gira por unidade de comprimento
—
dT

ds
Quando esse valor se aproxima de zero, a direcao do vetor tangente muda lentamente,

de arco. Quando ¢é grande, a curva dobra acentuadamente e a curvatura é alta.

indicando menor curvatura.

Figura 4 — Curvatura de uma curva

Curvatura de uma Curva

4.0+ —— Curva

—— Vetores Tangentes
3.5
3.0 4
2.5+

> 2.0+
1.5+

1.0+

0.5

0.0 1

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00
x

Fonte: Autor

No grafico, destacamos trés pontos em uma curva, juntamente com os vetores tangentes

unitarios nesses pontos. A mudanca na dire¢ao dos vetores tangentes unitarios ao longo da
—
dT (z)

ﬁ
7 ¢ grande, T' vira repetidamente quando
S

curva ilustra a variacao da curvatura. Se
—

dT (x)

7o || esta proximo

uma particula passa pelo ponto P e a curvatura em P é grande. Se

%
de 0, T' vira mais lentamente e a curvatura em P ¢é menor.

2.1.2.3 Formulando a curvatura

Seja f: S CR — R. O vetor tangente a curva y = f(x) no ponto (z,y) é um vetor
que aponta na direcao da derivada de f naquele ponto.
Tome os pontos (z, f(z)) e (v + Az, f(x + Az)). Se Az for suficientemente pequeno,

podemos fazer a seguinte aproximagao:
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[+ Ar) = f(z) + [(z)Ar = [f(z+ Az) - f(z) = [/(z)Az.
O vetor _;(1:) que aponta da posigao (x, f(x)) para (x + Az, f(x + Az)) sera:
(Az, f(z + Az) — f(z)) = (Az, f'(x)Az).

Se Ax — 0, podemos simplificar e calcular o vetor direcional de f em um ponto

(x, f(z)) com a seguinte expressao:

—

To(x) = (1, f'(2)).

— —
Para obter o vetor tangente unitario 7'(x), normalizamos T, (z):

o) — z}m 0w
ITo(@)| 1+ (f(2))?

Calculemos entao %gx):

d?(x):d?(x)cm:<d( 1 ) d( () ))dm
ds dr ds dr \ 1+ (f(x)2) dx \ /1 + (f(2))2) ) ds

Para encontrar a relagdo entre dx e ds, vamos considerar os mesmos dois pontos

tomados inicialmente, (z, f(z)) e (z + Ax, f(x + Ax)) e considere As como o segmento
entre os dois pontos, Az como a variagao no eixo 0X e Ay = f(x+ Ax) — f(x), considere

sem perda de generalidade que f(z+ Az) > f(z) observe a Figura [5] na proxima péagina:
Figura 5 — Comprimento de Arco

Comprimento de Arco

154

104

0.5 4

0.0

Fonte: Autor

Note que o tridangulo retadngulo formado pela hipotenusa As e catetos Az e Ay, cabe

uma aplicacao do teorema de Pitagoras, dai;
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As = \/(Ax)2 + (Ay)?

e ()
S TR

Aplicando o limite em ambos os membros, temos que:

lim As = lim \l 1+ (f(:n +Ar) - f(x)>2A$7

Az—50 Az—0 Ax
ou seja,
dx 1
ds = +/1 "(x))2dx — =
+ (f1(@)2de = oo
Dai,
dT(x) _ (d( 1 ) d( () ) |
ds dr \ /14 (f/(2))2) de \\J1+ (f(2))?) ) 1+ (f(2))?
:< Fa)f' @) @)+ (f()?) - ux»f%>> 1
(1+ (f(x))?)7 (1+ (f'(x))?)? 1+ (f'(x))?
:<_ /() 1+ammf—<%mf>ﬂ@>
L+ (@)% 1+ (f(2)?)?
(@ 1 "o
‘<<wauwwwrufuwv>f(>
Logo,
Narw)| 1+ (f/(2))?
K(r) = 7 = [f"(z)| \l A+ (f(0)2)
11" (2)]

(14 (f'(x))2)2
2.1.2.4 Curvatura : CATENARIA X PARABOLA

Formulada a fungdo curvatura generalizada k(x) para uma curva y = f(x), agora
aplicaremos esta férmula para as curvas f(x) = ax? e g(x) = acosh (f) Analisaremos as
fungoes de curvaturas resultantes e compara-las visualmente.

Seja as curvas, f(z) = az? e g(z) = acosh (%), temos que;

f'(x) = 2az e ¢'(x) = sinh (“;)

a
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e ainda;

f'(x)=2eg"(x) = 1cosh (x)

a a
Calculemos entdo k¢(x) a fungdo curvatura para a pardbola e k,(x) a fungdo curvatura

para a catenaria:

) W@l 2
I+ (@) (1+(2a2)?)2 (14 4(az)?)?
(o) = lg" ()] _ %cosh(%) _ cosh(f) _ cosh(%)
A+ @@ (14 sk (2)) ol (cot? (2))F lalcosh? (2)
1

B |la| cosh? (f) .

Utilizamos a identidade hiperbdlica fundamental cosh?(x) — sinh? (z) = 1 para subs-
tituir sinh® (z) 4+ 1 por cosh®(z). Essa substituicdo é essencial para simplificar a anélise
da curvatura. Observe o grafico das duas func¢des curvaturas correspondentes a parabola

e catenaria:

Figura 6 — Funcéo curvatura : PARABOLA X CATENARIA

Fungdes Curvaturas

—— Curvatura da Parabola fix) = x?
— Curvatura da Catenaria g(x) = cosh(x)

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0

Fonte: Autor

Ao analisar o grafico das fungoes de curvatura da pardbola f(z) = 2% e da catendria
g(x) = cosh(z) com a = 1, observamos algumas diferengas notéveis entre as duas curvas,
principalmente na regido préxima ao vértice. A curvatura da parabola, representada

pela funcao ky(x) = atinge seu valor maximo de 2 no vértice, que ocorre

em z = 0. A medida que nos afastamos do vértice, a curvatura da pardbola diminui
rapidamente, tendendo a zero para valores maiores de |z|. Isso indica que a pardbola
se torna rapidamente mais plana conforme nos afastamos do vértice. A maior curvatura
no vértice reflete a forma mais "pontiaguda'e fechada da parabola em comparacao com a

catenéria.
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1 o .
cosh(z)z COm a = 1, atinge seu valor

maximo de 1 no ponto mais baixo da curva (em = = 0). A medida que |z| aumenta, a

A curvatura da catendria, dada por k,(x)

curvatura da catendria diminui de forma mais gradual em comparacao com a parabola,
tendendo a zero a medida que z se aproxima de o00. A transi¢do mais suave na curvatura
da catenaria reflete a forma mais "esticada'e menos pronunciada da curva ao longo de sua
extensao.

A principal diferenca observada no grafico é a curvatura significativamente maior da
parabola no vértice em comparacdo com a catenaria. Enquanto a pardbola possui uma
curvatura de 2 no vértice, a catendria tem uma curvatura de 1 no ponto mais baixo. Além
disso, a curvatura da parabola diminui mais rapidamente a medida que nos afastamos do
vértice, tornando-se mais plana mais rapidamente do que a catenaria. Essas caracteristicas
destacam como a parabola possui uma forma mais fechada no vértice, enquanto a catenaria

mantém uma curvatura mais uniforme ao longo de sua extensao.

2.1.3 Interpretacao Fisica

A abordagem de Johan Bernoulli revela aspectos fascinantes sobre a interpretagao
fisica da catendria. FEntre as solucoes classicas de Bernoulli, Leibniz e Huygens, a de
Bernoulli destaca-se pela clareza didatica. Ele usou construgoes geométricas e hipoteses
que enfatizam os aspectos fisicos da corda suspensa. Nesta se¢do, vamos explorar essas
hipé6teses em detalhes [1].

Seja uma corda provida de massa, representada pela curva «, suspensa em dois pontos,

A e B. Chamamos a curva entre os pontos A e B de ap:

Figura 7 — Curva a,p

Fonte: Autor

Se a corda esta em equilibrio sob acao apenas da gravidade, segundo Bernoulli asp

deve satisfazer estas 5 hipoteses:

o hipé6tese 1: A corda deve possuir alguma flexibilidade;
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» hipétese 2: As forgas necesséarias para sustentar a corda nos pontos A e B, devem
ser iguais as forcas para sustentar um peso D de igual massa a corda, suspenso por

cordas sem massa AD e BD;

Figura 8 — Curva asp e suspensao do peso D

D

Fonte: Autor

o hipotese 3: A curva asp deve ser inextensivel, ou seja, ao tomar um ponto fixo
F em asp e remover o trecho a,p, a parte restante apg nao deve sofrer nenhum

alongamento ou deformagao.

Figura 9 — Curvas aap e arp

fonte: Autor

« hipoétese 4: fixando C', o ponto mais baixo da curva «, a hipétese 3 sugere que, a
forca ﬁb, exercida pelo ponto C' é independente da posicao da curva do outro ponto

de suspensao A.

Figura 10 — Curva aa¢

Fonte: Autor
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o hipétese 5: Se F| e F; sustentam um peso P com cordas sem massa formando

angulos ¢ e ¢o com a vertical, entao:

|£ll _ sin (62)

|Fy|  sin(¢1)
IP|  sin(¢1 + o)

|F  sin(en)
P _ sin (¢1+ )
2yl sin (¢s)

Figura 11 — Sistema de forgas de sustentacao do peso P

Fonte: Autor

Demonstraremos agora a hipdtese 5. Note que, o sistema estd em equilibrio, logo a
soma de todas as for¢cas devem ser nula. Neste caso, as componentes horizontais de F}
e Fy que sado respectivamente, Fjsin (¢;) e Fysin (¢2), se anulam, e ainda, a soma das

componentes verticais devem ser igual a P; ou seja;

|Fi]| sin (1) = || F5 || sin (¢2)
|F[| cos (¢1) + | Fo] cos (¢) = ||

perceba que da primeira equagao, temos que;

P

IF | _ sin(¢»)
|Fy||  sin(¢1)

tomemos entdo ||F|| = HFEH%, logo;
1Pl = Nl S 2 cos(0n) + 1l cos 02
_ HF’ || (Sjn (¢2) COS (¢1) + cos (¢2) sin (¢1)>
’ sin (¢1)
_ ||Fv’2|| sin ((bl + ¢2) )

sin (¢1)
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Portanto,

1P| _ sin(é1 + ¢2)
|5 sin (¢1)

Claro que de forma semelhante, vale a razio de ||P|| e || Fy].

2.1.3.1 Deducao da equagao diferencial da catenaria

As construgoes geométricas expostas por Bernoulli, para a determinagao da curva cate-
naria, foi de grande elegéncia e didatica, a sua abordagem usa ideias de proporcionalidades
dos sistemas de forgas da corda e utilizando os conhecimentos do calculo diferencial, en-
controu a equacao diferencial da catenaria. Segue agora as construgoes idealizadas por
Bernoulli.

Seja a curva asc pedida, com o ponto mais baixo fixado em C', tome a linha vertical
passando por C' e GG e a tangente a curva no ponto mais baixo ¢ a linha horizontal passando
por C' e P. Seja a reta A; P tangente a curva no ponto A;. Tracamos A,G,, LP, HA, e

definimos entdo Ax = AH e Ay = GG, como esté no esbogo a seguir na (Figura 12):

Figura 12 — Construgao da Catenaria

X_AX_H G

fonte: Autor

Uma vez que, o peso da curva estd uniformemente distribuido por todo o comprimento
da curva podemos assumir que, comprimento igual ao peso, ou seja, se s ¢ o comprimento
da curva a, ¢, entdao s = ||]3 ||. Segundo as hipdteses 3 e 4, existe uma forca F, exercida
no ponto C' mais baixo da curva, tal que é independente da posi¢do do outro ponto A;
de suspensao da curva, ou seja, esta forga é constante, tomemos entao, ﬁo = a. Suponha

agora que, o peso da curva estd totalmente concentrado no ponto P, onde as tangentes P A;
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e PC da curva se encontram, logo, segundo a hipdtese 2, a mesma forca serd necessaria
em (' para sustentar o peso P, como anteriormente foi necessario para sustentar a curva
a,c. Pela hipétese 5, temos que, a razao entre o peso em P e a forca em B é igual a
razao do seno do angulo A,PC e do seno de AlﬁL, ou seja,

1P _ s _sin(¢1+¢2)  sin(¢1)cos(¢2) + sin (¢2) cos (¢1)
HFOH Ca osin(¢r) sin (¢1)

como ¢ = 90°, temos que;

s sin(¢y)cos (90°) +sin (90°) cos (¢1)  cos(¢y) 1
a sin (1) sin (¢1)  tan (¢1)
note que, tan (¢;) = % e ainda, os tridngulos A;LP e AH A, sado semelhantes, logo;
s 1 1 LP Ay
a tan(¢) L AL Ax
portanto;
s _ 4y
a Az’

O comprimento s esta definido do ponto C' ao ponto A;, se quisermos o comprimento
da curva toda do ponto C ao ponto A, fazemos A; — A, ou seja, Azr — 0, e ainda, ja
estudamos neste capitulo a relacdo entre dx e ds e tomemos afins de simplicidade dos
calculos C' = (0,0) e A = (zo, f(x0)), tal que, f(zo) =y e (x,y) sdo os pontos da curva

a ¢ buscada, entao:
d 1 d 2 T d 2 T
e BN 1+ il dx:ds<:>/0 1+ & dm:/ods
ds dy\ 2 dx 0 dx 0
1+ (9)
2
x0 d
<:>/0 41—|—<di) dr = s(zo),

perceba que para Ax — 0 <= x — xy, logo vale a seguinte igualdade:

s(zo) _ dy
a dx

Portanto, a equacao diferencial da catenaria é uma EDO de 2* ordem da seguinte forma:

d*y 1 dy 2
N P e
dz? a + (dw)



26

2.1.3.2 Solucao da Equagao Diferencial da Catenaria

[remos nesta se¢ao solucionar a equagao diferencial encontrada na se¢ao anterior. Note

= u, dai Py _ du , Ou seja:

que é possivel usar uma substituicdo de varidveis. Tome % s = 0

dx

dx? a dzx dr a

2y 1 2 1
dy 1 H(dy) S e

Perceba que podemos usar a separacao de variaveis, logo:

L d 1d
———du = —dx.
V14 u? a

Agora, fazemos a substituigdo u = sinh(v), o que implica du = cosh(v) dv. Assim,

temos:

h(v 1
/ cos / .
V1+ smh2
Sabemos que 1 + sinh®(v) = cosh?(v), portanto a integral se simplifica para:
1
/ dv = / —dzx,
a
ou seja,

X
v=—+C,
a

logo, sinh(v) = sinh (% + C’), ou seja:
u = sinh <x+0>.
a
E como ¥ =y, temos:

dx

Zi :sinh(z—i-C),
agora, integramos ambos os lados para encontrar y:
y:/sinh (Z—I—C') dz
a integral de sinh (% + C’) é
yzacosh(i—i—(}’) + K

onde K é a constante de integracao.
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2.2 CALCULO VARIACIONAL

O célculo das variagoes é uma area da matematica que estuda como encontrar extremos
(minimos ou méaximos) de funcionais, ou seja, de fungdes cujo dominio é composto por
outras fungoes. Esse campo, que tem profundas conexdes com a fisica, a engenharia e
outras ciéncias, possui suas raizes no problema classico de determinar a forma de uma
curva ou superficie que minimize uma determinada quantidade, como a energia potencial
ou o tempo de percurso.

Historicamente, o calculo das variacoes surgiu da necessidade de resolver problemas
praticos, como o problema da braquistécrona, formulado por Johann Bernoulli, que per-
gunta qual a curva de menor tempo de descida sob a acao da gravidade. Esse e outros
problemas motivaram o desenvolvimento das ferramentas matemédticas que usamos até
hoje para encontrar solucoes em problemas de otimizagao.

Nesta secao, abordaremos primeiramente as condigoes de otimalidade em fungoes de
dimensoes finitas, baseando-nos em conceitos bem estabelecidos de calculo diferencial. Em
seguida, estenderemos esses principios para funcionais em dimensoes infinitas, usando a
equacao de Euler-Lagrange como um exemplo central de condi¢cao de otimalidade em

sistemas continuos [3, 2].

2.2.1 Condicoes de Otimalidade em Dimensoes Finitas

Considere a funcao f : R™ — R. Seja D C R™ e denotaremos por | - | como a norma
padrao em R™. Um ponto z* € D ¢ minimo local de f sobre D, se d ¢ > 0; Vx € D

satisfazendo |x — 2*| < e implica que:

f@) < f(=)

se a desigualdade ¢ valida para todo x € D entdo z* serd um minimo global. Observe
que o maximo de f serd o minimo de —f entdo nao ha necessidades de trabalhar com
esses pontos de maneira separadas, faremos a andlise para os pontos minimos e servira de

maneira analoga para os pontos maximos.

2.2.1.1 Primeira Condigao Necessaria para Otimalidade

Suponha que f de classe C!' e * seu minimo local, tome um vetor arbitrario d € R®
tal que (z* + ad) C D. Ou seja, (z* + ad) C D para todo a € R suficientemente préximo
de 0. fixando d podemos trabalhar com func¢ao f(z* 4+ ad) sob os pardmetros de « cujo o

dominio ¢ algum intervalo real contendo 0. Chamemos a nova fungao de:
g(a) = f(z* + ad).

Como z* é o minimo de f, entdao a = 0 serd minimo de g. A grande vantagem disso é que

podemos trabalhar com g com conhecimentos de calculo 1 e de forma geral a expansao



de Taylor de primeira ordem de g centrada em o« = 0 sera:

g(ar) = g(0) + g'(0)a + 0(0)

onde 0(0) s@o os termos de ordem superiores, de tal forma que;

tim =0
Queremos mostrar que;
g(0)=0
suponha que ¢'(0) # 0, como lim,_,o @ =0, existe € > 0;

o] < e=o(0)] <[g'(0)al
para esse valores de «a, temos que

g(a) = g(0) < g'(0)a + |g'(0)a

restringindo « de tal forma a ter sinal oposto de ¢'(0) temos que (¢'(0)a + |¢'(0)|) —

ou seja,
g(a) —g(0) <0

contradizendo 0 como ponto minimo de g. Portanto ¢’(0) = 0.

Agora perceba que, aplicando a regra da cadeia para calcular ¢’(0) obtemos:
g'(0) = V[f(z" + ad)d

onde,

_(of 9of of
'vf'<8x1’8x2”"’8xn>

é o gradiente de f e como ¢'(0) = 0 e d foi tomado de maneira arbitraria, temos que;

V=0
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0,

Esta portanto, é a primeira condicao necessaria para otimalidade, neste caso

chamamos z* de um ponto estacionario de f.

2.2.1.2 Segunda Condicao Necessaria para a Otimalidade

Agora suponha que f seja de classe C? e 2* seu minimo local, tomemos o mesmo vetor

arbitrario d € R™ e vamos determinar a segunda condicao necessaria e suficiente para o

minimo global. Considere a expansao de Taylor da func¢do g(a) = f(z* + ad) mas agora

escrevemos até os termos de segunda ordem:

9(0) = 9(0) + ¢/ (O)ax + 54" (0)0” + o{a?),
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onde, ,
tm % =0
Afirmamos que,
g"(0) > 0.

o(a?)

o2

Para mostrar isso, suponha que ¢”(0) < 0, como lim, o = 0, existe € > 0;

1
laf > € = Jo(a?)| < 5 l9"(0)] .

Para esses valores de a podemos concluir que g(a) — ¢(0) < 0, contradizendo o fato de
que ¢(0) é minimo de g. Portanto g”(0) > 0.

Agora perceba que podemos levar estas consequéncias para funcgao f. Note que;
g(a) =3 fu(z" + ad)d;
i=1

onde, f,, sdo as derivadas parciais com z* = (a2, 23, ...,2%) e d = (dy,ds, ..., d,,), diferen-

ciando novamente:

" () = Z foia, (" + ad)d;d;

i,j=1

avaliando agora para a = 0,

FO) =3 fow (2°)did,,

ij=1
ou ainda, na forma matricial:
g"(0) = d"V*f(2")d,
onde,
forws forwe -0 friza
R

fxnzl f$mx2 ct fxnxn

como ¢”(0) > 0 com d arbitrarios, concluimos que,
Vif>0

esta portanto, é a segunda condicao necessaria para a otimalidade.

A segunda condicdo, serve principalmente para diferenciar pontos de minimos, ma-
ximos e sela, importante para os casos irrestritos de otimalidade, somando a primeira e
segunda condigao necessaria, obtemos a seguinte condicao suficiente para a solugdo étima.

Se f é de classe C? satisfaz

Vfix*)=0 e V2f(z*) >0
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em um ponto interior z* de seu dominio, entao x* é minimo local estrito de f. Podemos
provar isso sem muitas complicagoes, novamente vamos fazer a expansao de segunda ordem

de g(a) = f(z* + ad), sabemos que ¢'(0) = Vf(z*) =0 e ¢"(0) = d" V2 f(z*)d, logo
flz* 4+ ad) = f(z*) + ;dTVQf(x*)dQQ + o(a?)

o(a?) _

pelo fato de lim, o =~ = 0, para algum € > 0 suficientemente pequeno temos que:

1
lal| <e,a#0 = ‘0(042)‘ < idr‘FVQf(yc*)d(Jz2

dai, podemos conclui que f(z*+ad) > f(x*) para a préximo de 0. Ou seja, uma pequena
pertubac¢do na funcdo proximo ao ponto estacionario gera um aumento no valor de f,

quando isso acontece, este ponto serd minimo localmente.

2.2.2 Condigoes de Otimalidade em Dimensoes infinitas

Agora sim, podemos introduzir os funcionais como principal ferramenta do célculo das
variagoes, onde a forma mais comumente aplicavel é por meio de uma integral, vamos nos
atentar aos funcionais deste tipo e buscar fungoes y(x) que minimizam a integral dada ao
problema. Novamente as condi¢oes de minimo servira de maneira analoga para o maximo.

Entdo, seja o funcional J : C''[a, b] — R, tal que,

J[y] Z/abf(:v,y,y’)dw-

O dominio de J é um espago das fungoes, onde para cada fungao y(z), ird corresponder
a um escalar. O célculo variacional tenta do conjunto de fungoes admissiveis do dominio
e encontrar aquela que satisfaz o caminho 6timo do problema. Ja conhecidas as condig¢oes
de otimalidade em fungoes em dimensoes finitas, os passos para resolver problemas de
maximos e minimos dessas novas fungoes, segue de maneira bastante similar, as seme-
lhancas vao aparecer, entdo busquemos as condigoes de otimalidade de funcionais desta

forma.

2.2.2.1 Primeira Condigao Necessaria para a Otimalidade

Como ja foi apresentado o funcional, note que o dominio é o espaco das fungoes conti-
nuamente derivdveis até primeira ordem no intervalo [a, b], entdo de maneira semelhante
nas fungoes em dimensoes finitas, precisamos ter uma ideia de variacdo neste dominio,
pois devemos buscar y(z) que leve J ao extremo. Veja o grafico abaixo:

Perceba que, por mais que a integral seja definida em [a, b], o caminho de integracao
exato é desconhecido. Vamos encontrar a fungao que passa pelos pontos (a,y,) e (b, ys)

que extremiza o nosso funcional. Entdo supondo que exista y(z) como extremo de J,
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Figura 13 — Caminhos possiveis para J. A linha vermelha é a curva ao longo da qual
J é assumido estacionario, os caminhos tracejados sao variacoes da curva
estacionaria

Fonte: Autor

devemos avaliar as pertubacoes ao seu redor e a variacao do funcional deve ser nula. Ou

seja, tome n(z) de classe C'', onde

e definiremos uma nova funcao perturbada para algum « proximo de 0:
Y(z,a) = y(z,0) + an(z)

Y =Y(z,a) = Y(x,0) = an(z).

Note que; para a = 0, temos que;

Se Y (z,a = 0) é a solu¢do do nosso problema, entao Y (z,«a # 0) é a fungdo que descreve

um caminho vizinho, dai J estara sendo avaliado sob o parametro «:
b
J(a) :/ F (@, Y (z,0),Y'(z,0)) do
b
= / flzy+any +an)de

note que, para que J seja extremo é necessario que:

0
%J(O‘)

a=0

Calculemos esta derivada de agora em diante, perceba que,

QJ(a) :/blaf v of dyll dx

Jda

Y da oY da

a=0
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é 6bvio que,

ay _
da —
'
da g
entao,
0 of of , of
a7 >a:0_/a [ay +8Y’n]dx_/a [ay P”/ law ]dm‘

Sabemos que,

b b
—/ vdu
a a

b_/bd af dx
w dz \oy )"

b
/ uwdv = uv
a

e dv =n'dz, dai :

[ | )= 35
a |OY! aY’

como 7n(a) = n(b) = 0, temos que,

bl af B bd (0f
/a law”]daj__/a dx (aw) e

0
(65’) ndx

tome u = aY'

logo,

aaj(a)‘ ' gf dr — /a
a=0 b 3f ( )
( )) ndx

Queremos que a integral seja nula para toda funcao n(x) satisfazendo as condigoes ja

el

—/( i

citadas, ¢ comum que isso sera verdade se, e somente se, a expressao em paréntese deve

ser nula e serd verdade pelo seguinte lema fundamental do cdlculo das variagoes.
Lema Fundamental do Calculo das Variagoes

Seja f(x) wma funcao continua em [a,b]. A integral

[ Fmte)dz =0

para toda n(x) de classe C', com n(a) = n(b) = 0, se e somente se f(x) =0 em [a,b].
Prova: Suponha que f(x) # 0 para algum z € [a,b], pela continuidade de f, tem-se
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Figura 14 — Construcao da fungao 7

Yy

o @

c d

oc@®

Fonte: Autor

que f(z) é ndo nulo em algum subintervalo [, d] contendo z. sem perda de generalidade
assumimos que f seja positivo em [c, d].

Construa 7 de classe C' no intervalo [a,b], onde n(x) > 0 em (c,d) e n(z) = 0 fora
deste intervalo; (veja Figura 15). Por exemplo, tome n(x) = (z—c)?(z—d)? para x € (c,d)
e n(z) = 0 para = & (c,d). Isso implica, [° f(z)n(z)dz > 0 em [a,b], contradizendo a
condicdo inicial. Portanto [” f(z)n(z)dz = 0 se, e somente se, f(x) = 0.

Voltando entao para a primeira condigao necessaria para otimalidade, como:

v(of d [of B
/ (ay‘m(aw))ndl"—o’

temos que, pelo lema fundamental do calculo das variagoes que,

55 ()

oy  dx \ oY’

esta, portanto, serd a primeira condigao necessaria para a otimalidade ou também
chamada de, equacao de Euler-Lagrange, serd assim que vamos chamar a primeira
condicdo necessaria de agora em diante. Note ainda que a variacao de J estd sendo
avaliado para a = 0, como Y (z) — y(x) quando temos a — 0, para simplicidades de

notacgao podemos reescrever a equagao de FEuler-Lagrange como:
af d [(Oof\ 0
oy dx \oy )

2.2.3 Verificagdo de Minimos Locais em Funcionais (Abordagem Teérica com

Possivel Extensiao Numérica)

A equagao de Euler-Lagrange fornece uma condicdo necessaria de primeira ordem
para a extremizacao de funcionais. No entanto, ela ndo garante, por si s6, que a funcao

encontrada realize um minimo local do funcional. Para isso, é necessario considerar a
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sequnda variacao, que fornece uma condicao suficiente de otimalidade, andloga ao teste
de convexidade em fungoes reais de uma variavel.

A aplicacao direta da segunda variacao, contudo, envolve dificuldades tedricas e técni-
cas significativas no contexto funcional. Uma alternativa vidvel — que nao serd adotada
neste trabalho, mas que merece destaque teérico — é o uso de uma estratégia numeérica
baseada em perturbacoes.

Considere o funcional J[y| definido em um conjunto admissivel de fungoes A. Dizemos
que y € A é um minimo local de J se existir € > 0 tal que, para toda fungao de teste n(zx)

admissivel e para todo |a| < £, temos:

Jlyl < Jly + an(x)].

Nesse contexto, n(x) representa uma fungio suficientemente regular que satisfaz as
condigoes de contorno homogéneas (nulas nas extremidades do intervalo) e é admissivel
em A. Para facilitar a implementagao numérica, podemos restringir a analise a uma classe

especifica de fungoes de teste do tipo:

(x —c)*(x — d)?, sex€(cd)Cla,b],
n(x) =
0, caso contrario.

Essa escolha permite um controle preciso sobre a regiao afetada pela perturbacgao e
garante que 7(x) seja nula nas bordas do intervalo, respeitando as condigoes de contorno
do problema. Além disso, a classe polinomial escolhida facilita a manipulagao simbélica
e numérica.

A estratégia consistiria, portanto, em computar numericamente o valor do funcional
perturbado J[y + an(z)] para valores pequenos de a, e verificar se a desigualdade J[y| <
J|y + an(z)] permanece valida. O objetivo seria confirmar, ainda que de forma empirica,
que y(x) representa de fato um minimo local.

Embora essa abordagem nao tenha sido utilizada nos resultados do presente traba-
lho, ela permanece como uma alternativa tedrica relevante e podera ser empregada em
trabalhos futuros, especialmente em contextos mais complexos, como problemas com res-
trigoes, ambientes ndo homogéneos ou presenca de forgas externas. Além disso, tal analise
numérica reforga a intuigao fisica da catenaria como configuragao de equilibrio minimo de

energia.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Uma vez que o contexto tedrico do método variacional foi introduzido e algumas
propriedades da curva catenaria foram brevemente discutidas, a formulagao e solugao
do problema da catenaria através do suporte do calculo variacional sdo apresentadas.
A catendria, que é definida como a curva pendurada sobre dois pontos de uma corrente
atuada apenas pela gravidade, ¢ uma situacao-exemplo que podemos usar para ilustrar
esse Processo.

Embora a forma da catenaria possa ser encontrada usando andlise vetorial para as
forcas envolvidas, o método variacional fornece um tratamento alternativo e ex-
tremamente eficaz. Em vez de focar nas forcas, essa abordagem nos permite discutir
a energia prépria do sistema para encontrar a forma mateméatica exata da corrente
pendurada.

Neste estudo, a atencao sera, no entanto, restrita a energia potencial gravitacional
do sistema. A segunda é intuitiva — sem forcas externas, a gravidade puxa a corrente
para baixo, ou seja, até que a saida seja o mais minima possivel. Portanto, se fosse
influenciada apenas pela gravidade, a configuracao de equilibrio da corrente seria a curva
que minimiza essa energia potencial gravitacional. E é esse caminho que queremos

obter do calculo variacional.

3.1 DESCRICAO FiSICA E CONDICOES DO PROBLEMA

Para estabelecer a descricao matematica do problema da catenaria, é necessario co-
megcar com a descri¢ao fisica do problema e as condigoes que ele satisfaz.

O sistema em estudo é o de uma corrente uniforme, flexivel e inextensivel, pendurada
entre dois pontos fixos e atuando apenas pela gravidade.

Essa geometria simples, no entanto, produz uma curva de equilibrio que, pelo menos
em sua forma, é ditada pela minimizacao da energia potencial gravitacional do sistema.

As caracteristicas gerais do sistema serao exibidas, incluindo os parametros e condigoes

de contorno necessarias para descrever adequadamente o problema.

3.1.1 Descricao Fisica do Sistema

Uma corrente homogénea e inextensivel com uma densidade linear de massa
constante representada por p. Esta corrente esta pendurada e fixada em dois pontos
diferentes no plano cartesiano, (4, v,) € (p, Yp)-

A tnica forga externa atuando no sistema é a gravidade, que atua uniforme-

mente ao longo de toda a corrente e com uma amplitude constante g. Se a rede for
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deixada sem qualquer perturbacgao externa, a rede, em tltima analise, adotarda uma con-
figuracao de equilibrio estavel especifica, matematicamente representada como uma
fungao y(z). Esta fungao que define como a curva é moldada no espago deve ser continua
e suavemente diferenciavel para que nao haja descontinuidades ou dobras. Estas sdo
suposicoes fisicas essenciais para a aplicabilidade das ferramentas de calculo variaci-

onal.

3.1.2 Condigoes de Contorno

A curva da corrente deve satisfazer as condigoes geométricas do problema. Isso significa

que:
» Nos extremos, a curva passa exatamente pelos pontos (4, ya) € (Zp, ys)-

e A curva deve ser uma solucao fisica viavel, respeitando a continuidade e suavidade

exigidas para minimizacao da energia.

Além disso, é necessario considerar que o comprimento total L da corrente é fixo, sendo
um parametro que pode influenciar a tensao no sistema e, consequentemente, a forma da

curva. Entdo:

mmzﬁﬂu+wmzL

¢é fixado inicialmente.

3.1.3 A Energia Potencial do Sistema

A energia potencial gravitacional total do sistema é obtida a partir do principio fisico
de que cada elemento infinitesimal de massa contribui para a energia do sistema. Para
uma corrente homogénea, a massa total é distribuida uniformemente ao longo de seu
comprimento, o que nos permite associar a massa dm de um elemento infinitesimal da

corrente ao comprimento infinitesimal ds através da densidade linear p:
dm = pds,
onde ds é o elemento de comprimento da curva, dado por:
ds = /14 y?dx.
Assim, a contribuicao infinitesimal para a energia potencial gravitacional é dada por:
dE = gydm = gypds.

Integrando ao longo de toda a extensao da corrente, a energia potencial gravitacional

total do sistema pode ser expressa como:

Tp
EMz/pww+WM.
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Nesta formulagao, y(x) representa a altura do ponto correspondente na curva, agora,
aplicando a restricao do problema para o comprimento L fixo, na teoria de otimizag¢ao com
restri¢ao, utilizaremos um multiplicador de Lagrange para a restri¢ao, donde o funcional

El[y] sob a restri¢ao sera:

E* [yl = Ely] = M (Gly] - L)

:/bpgy«/l—i—y’z—)\/b\/1+y’2dx—|—)\L
= b(pgy — A1+ y?dx + AL.

Ta

Como a variagdo é em fungao de y e o termo AL nao depende de y (lembrando que L é

fixado), entdo o lagrangiano determinante seré:

f,y') = (pgy — A)y/1 +y?

e a minimizacao dessa energia determinara a configuracao de equilibrio da corrente. Note

que, nao havendo dependéncia direta em x, podemos concluir que:

of _

0.
ox

Essa propriedade permite-nos aplicar uma versao modificada da equagao de Euler-Lagrange.
Quando f nao depende diretamente de z, a derivada total de f em relacdao a x é dada

por:
df _of  ofdy  Of dy

de ~ Ox  Oydr Oy dx’
P

L — 0, temos:

Como o

g _or, of
dr Oy oy'”
e isolando g—gy’ , obtemos:

g/_df af 7

8yy do 8y’y '

Agora, considere a equacao de Euler-Lagrange na forma usual:

Multiplicando ambos os lados por ¥/, temos:

ai’_i 87]‘1 g
8yy dx \ Oy’ y=u

Substituimos g—gy’ pela expressao anterior:

a of , d <3f> ,
— |y =0.

e~ oy? ~ dn \oy
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Pela regra do produto, podemos reescrever:

ﬁ_i (97f, =0
de  dx 8y’y -

i _ﬁ/ =0
dx 8y’y -

Portanto, a forma modificada da equacao de Euler-Lagrange é:

Isso implica:

— Ly =0,

onde C' é uma constante que deve ser determinada pelas condigdes de contorno do pro-
blema. Se f = (pgy — A1+ y2, podemos usar a equac¢ao modificada da equagao de

Euler-Lagrange para encontrar a curva extremo da energia potencial. Note que:

of Y
= oy - —L—
Jy 1+ (y)?

Substituindo na equacao, obtemos:

(pgy — M1+ y? — (pgy — A)li =C.

Simplificando:
1 pgy — A
E ainda:

2 2
PGy — A 2 Py — A , dy
UCLANIAN I — UCLANAN I G

Separando as variaveis:

=

Fazendo a substituicao u = (%), com dy = p—cgdu, a integral torna-se:

Py = / #du
C Vur—1
Sabemos que cosh®(t) — sinh®(t) = 1. Fazendo u = cosh(t), temos du = sinh(t)dt.

Assim:

Py /Sinh(t) J Py
P9, t=t+k &= 2o k=t
c” sinh(?) * c”

Substituindo de volta u = cosh(t), obtemos:

u = cosh (%?x—k:) )
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Lembrando que u = (m), concluimos:

c
- A C A
Pay — A zcosh<pg:v—k) — y= cosh(pgx—k> + —.
C C Py ¢ Py
Definamos 2 = a e % = 1)y, vamos ter:

1
y = — cosh (ax — k) + yo.
a

Essa é a forma final da solugdo, que descreve a curva extremo da energia potencial
total. A constante k ajusta o deslocamento horizontal da curva, yy serd o ponto mais

baixo da curva e a sao todos determinados pelas condi¢oes de contorno do problema.

3.1.4 Condigoes de Contorno

Vamos encontrar catenarias ideais para dois pontos fixos e tipagem de curvas com di-

ferentes comprimentos. Consideraremos dois pontos de suspensao para a corrente: (0, y,)

e (p, yp)-

Para fins de andlise, e sem perda de generalidade, definiremos (z, = 1) e (y, = yp =
h #0). Este é um caso representativo em que os pontos de suspensao estdo no mesmo
nivel e separados por uma distancia horizontal /.

A equacao geral que descreve a forma da catenaria é dada por:
1
y = — cosh (ax — k) + yo.
a

Ao substituir as coordenadas dos pontos de suspensao nesta equagao, obtemos o seguinte

sistema de equagoes:

1. No ponto de suspensao (0, h):
1 1
h = —cosh(a-0—k)+yo = h = —cosh(k) + yo.
a a
2. No ponto de suspensao (I, h):

1
h = — cosh(al — k) + yo.
a

Comparando as equagoes nos dois pontos podemos inferir que:

1 1
—cosh(k) = — cosh(al — k).
aCOS() - cos (a )

com [ =1 e h =2 podemos assumir que:

k:a—k¢¢k:g.
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reescrevendo a equagao no ponto (0, 1):

1
2 = — cosh (g) + Yo.

a

Vamos relacionar as condi¢ées de contorno com o comprimento do arco L, ou seja;

1
L:/\M 2z,
A + y“ax

onde, y = %cosh(ax — k), ¥ = sinh (ax — k) e substituindo no comprimento do arco,

temos que:

1
L= / \/1 + sinh? (azx — k)dz,
0

da identidade fundamental da trigonometria hiperbélica temos que, 1 + sinh? (ax — k) =

cosh? (az — k), e ainda como cosh (az — k) é sempre positivo entéo:

" Z L (sinh (a — k) — sinh (=)

a 0 a

1 1
L= / cosh (ax — k)dx = — sinh (ax — k)
0

:i@mhm-«g+amm@y

Sabemos ainda que, k = al/2 e [ = 1 entao:

ngsinh <a> <= La = 2sinh <a>‘
a 2 2

Ou seja, tomando as condigdes de contorno e o comprimento L, temos que:
1. 2a = cosh (%) + 9o (Condigbes de contorno)
2. L —ginh (%) (Condigoes de comprimento L)

2

Dividindo a segunda condic¢ao pela primeira, temos:

sinh (%) ~ tonls <a>

L=to= cosh (%) 2

2
ou seja,
a = 2tanh™' (L — ).
Pela definicio da fungdo tanh™" z [5] temos que |z| < 1, ou seja,
IL—1y| <1 <= y—1<L<y+1.

Retomando para a condi¢ao de comprimento da curva, usaremos um método de Newton-
Rapshon [6] para determinar valores de a para alguns valores de L, lembrando que L > [,
onde [ é a distancia horizontal dos dois pontos de suspensao. Utilizando um c6digo Python

e sabendo que, k = a/2 e yo = 2a — cosh (%), encontramos os seguintes valores:



Tabela 1 — Valores de k e yo para o comprimento L

Comprimento L a k Yo
2.0 4.354638 | 2.177319 | 4.241293
2.5 5.105309 | 2.552655 | 3.751108
3.0 5.676893 | 2.838446 | 2.779929
3.5 6.139248 | 3.069624 | 1.488374
4.0 6.527592 | 3.263796 | -0.038242

Donde, para estes valores, teremos os seguintes curvas catenarias:

Figura 15 — Catenarias com diferentes comprimentos L

— L=20

L=25

— L=30

— L=35

— L=4.0
® Pontos de suspensao

2.004

175 A

1.50 4

1.25 4

1.00

0.75 A

0.50 1

0.25 4

0.00

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

3.1.5 Consideragoes finais sobre a formulagao

A deducao apresentada fornece a forma exata da curva de equilibrio que minimiza
a energia potencial gravitacional de uma corrente suspensa entre dois pontos com com-
primento fixo: a catenaria. O problema foi modelado por meio do céalculo variacional,
incorporando a restricdo de comprimento via multiplicador de Lagrange, e a solucao ob-
tida confirma a forma conhecida da catendria como fungao hiperbdlica.

Embora ferramentas numéricas possam ser empregadas para investigar mais direta-
mente o carater de minimo dessa configuragao, optou-se neste trabalho por uma aborda-
gem tedrica e conceitual. Assim, na secao seguinte, reforcaremos por meio de argumentos
fisicos observaveis que a catenaria nao representa apenas um ponto critico da energia

potencial, mas sim o estado de menor energia possivel sob as condi¢oes impostas.
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3.2 VERIFICACAO FiSICA E CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A MI-
NIMIZAGAO

Além de se obter a solucao variacional para a forma da catenaria, é essencial analisar
se tal configuracao corresponde efetivamente a um minimo da energia potencial gravi-
tacional, e nao apenas a uma solucao estaciondria da equagao de Euler-Lagrange com
restricao de comprimento.

Nesse contexto, observagoes de ordem fisica e praticas experimentais desempenham
um papel significativo. Quando uma corrente homogénea, lisa e flexivel é suspensa entre
dois pontos fixos, ela assume espontaneamente a forma de uma catenaria, sem necessidade
de ajustes externos ou calculos prévios. Tal comportamento decorre da agao da gravidade
e da distribui¢ao uniforme da tensao ao longo do comprimento da corrente.

Essa resposta natural do sistema sugere fortemente que a catenaria nao apenas satisfaz
a equacgao de Euler, mas também corresponde a uma configuracao de equilibrio estavel,
compativel com a minimizacao da energia potencial gravitacional. Adicionalmente, qual-
quer perturbacao admissivel da curva — isto é, qualquer modificacao que preserve tanto o
comprimento total da corrente quanto as posi¢oes dos pontos de fixacdo — tende a elevar
o centro de massa do sistema. Como consequéncia, a energia potencial total aumenta,
reforcando a hipdtese de que a catenaria ocupa uma posicao de energia minima.

Outro argumento relevante decorre da simetria caracteristica da catenaria, cuja forma
se organiza em torno de um ponto mais baixo situado ao centro do vao. Essa simetria
favorece a concentracao de grande parte da massa da corrente proxima a menor altura
possivel, contribuindo assim para a minimizagao da energia gravitacional. Qualquer outra
configuragao admissivel, ao romper essa simetria, inevitavelmente redistribuiria parte da
massa para regioes de maior altitude, resultando em um aumento da energia potencial.

Dessa forma, mesmo sem recorrer a uma andlise rigorosa da segunda variagdo ou
a verificacao formal da convexidade do funcional associado, os indicios fornecidos pela
fisica e pelas observagdes empiricas sustentam que a catenaria representa, com elevada
probabilidade, nao apenas um minimo local, mas possivelmente o minimo global da energia

potencial total do sistema.
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4 RESULTADOS ANALITICOS E CONCLUSAO

Neste trabalho, aplicamos o Calculo das Variagoes a determinacao da forma de
equilibrio de uma corrente homogénea, flexivel e inextensivel, suspensa entre dois pontos
fixos e sujeita exclusivamente a gravidade — o problema classico da catenaria.

O funcional de energia potencial gravitacional do sistema ¢ dado por:

Tp
Ely] =/ pgyy/ 1+ y? dx,

com a restricao de comprimento fixo da corrente:

Gly] :/ij\/l—i-y’zda::L.

Para incorporar essa restrigao, utilizamos um multiplicador de Lagrange, definindo o

funcional:

E*y| = /w b(pgy — M1+ y?de+ AL

a

Aplicando a equacgao de Euler-Lagrange adaptada para funcionais independentes de

x, obteve-se a equacao diferencial cuja solucao leva a forma conhecida da catenaria:

1
y(x) = o cosh(azx — k) + yo,

onde os parametros a, k e yy sao determinados pelas condi¢oes de contorno e pelo
comprimento total da corrente. Valores numéricos desses parametros foram obtidos por

métodos computacionais, a partir da equacao:

L= gsinh (a) ,
a 2

considerando, por simplicidade, dois pontos de suspensao no mesmo nivel e separados
horizontalmente por uma unidade.

A anélise qualitativa mostra que a catendaria nao representa apenas uma solugao esta-
cionaria, mas sim um minimo da energia potencial. Isso se confirma tanto pela simetria
da curva quanto pela resposta fisica observada: uma corrente real, ao ser suspensa, tende

espontaneamente a configuracdo catendria.

CONCLUSAO

Nossa analise sobre a catenaria buscou equilibrar a elegancia das solugoes analiticas
com o suporte de métodos numéricos. Isso evidenciou nao sé a precisao das ferramentas
do Calculo das Variagoes, mas também fortaleceu a base tedrica e pratica para entender

estruturas otimizadas.
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A partir de argumentos fisicos e simétricos, constatamos que a curva catendria re-
presenta um minimo de energia potencial gravitacional — nao simplesmente um ponto
critico — e essa descoberta abre espaco para investigagoes futuras, incluindo a andlise
da segunda variacao ou outros métodos de otimizacao com restri¢oes, como por exemplo,
penalidades de restri¢oes.

Além do mais, essa abordagem pode ser facilmente adaptada para problemas mais
complexos e realistas. Por exemplo, podemos incluir forcas externas dindmicas, como
vento, cargas maéveis ou tensoes variaveis, que sao importantes em varias aplicagoes de
engenharia, como no projeto de pontes suspensas ou cabos em estruturas tensionadas.
Considerar ambientes heterogéneos ou sistemas nao lineares também ajuda a criar modelos
mais proximos da realidade, tornando as analises ainda mais tteis.

De uma forma mais geral, estudar o Célculo das Variacoes e suas aplicagoes em pro-
blemas classicos, como a catenaria ou a braquistécrona, é fundamental na formacao dos
estudantes de matematica. Essa area combina teoria rigorosa com aplicacao pratica, per-
mitindo que os estudantes percebam como a busca pela melhor solugao — seja em tempo,
forma ou energia — esta presente em muitos fendmenos fisicos e projetos de engenharia.

Ao integrar aspectos analiticos, geométricos e computacionais, essa disciplina desen-
volve habilidades de modelagem, pensamento critico e compreensao das limitagoes do
mundo real. Assim, ela conecta teoria matemédtica a pratica, preparando profissionais

capazes de propor solucoes eficientes e otimizadas em suas areas de atuacao.
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APENDICE A — CODIGOS DE PYTHON

Este apéndice contém os cédigos-fonte desenvolvidos em linguagem Python e utili-
zados nas analises e calculos apresentados neste trabalho. Cada script desempenhou um
papel fundamental para:

o A determinacgao das constantes da catenaria para satisfazer as condicoes de

contorno.
« O Plotagem dos graficos das catenarias.

Os cédigos foram desenvolvidos e executados no ambiente Google Colab utilizando
Python. Para facilitar a consulta e a reprodutibilidade, cada script é acompanhado de

um breve cabecgalho explicativo sobre sua funcionalidade especifica.

Determinacao das Constantes da Catenaria

Definidos os pontos de contorno como: (0,2) e (1,2), precisaremos determinar as raizes
da funcao, para alguns variados L(comprimento da curva no intervalo [0, 1]):
_ La

F(a) 5 — sinh <;> =0

pra isso vamos aplicar o método de Newton-Rapshon, usando a seguinte relagao inte-

f(an)

n

Vamos estimar um valor inicial para a = 10 e um erro de tolerancia de 107!° e obter

rativa:

um maximo de 100 interagdes. com isso podemos copilar o seguinte codigo:

I import numpy as np
2 from scipy.optimize import newton
3 import pandas as pd

wt

# —--- Definigdes das Fungdes ---

7 def f(a, L):

8 """Funcgdo cuja raiz queremos encontrar: (L*a)/2 - sinh(a/2)

9 return (L * a) / 2 - np.sinh(a / 2)

11 def df(a, L):
12 """Derivada da fungdo f em relagdo a a"""

13 return (L / 2) - (1 / 2) * np.cosh(a / 2)
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14

15 # -—-- Lista de Comprimentos Desejados ---

16

17 L_1ist = [2, 2.5, 3, 3.5, 4]

18 resultados = []

19

20 # ———- Cé&lculo de a para cada L via Método de Newton-Raphson ---
21

22 for L in L_1list:

23 try:

24 chute_inicial = 10.0

25 a_sol = newton(f, xO=chute_inicial, fprime=df, args=(L
,), tol=1e-10, maxiter=100)

26 resultados.append({’L’: L, ’a’: round(a_sol, 6)1})

27 except RuntimeError:

28 resultados.append ({’L’: L, ’a’: ’sem,convergéncia’l})

29

30 # —-- Exibicg&o dos Resultados ---

32 df = pd.DataFrame (resultados)

33 print (df .to_string(index=False))

Codigo 1 — Célculo do Pardmetro a para Diferentes Comprimentos L via Método de

Newton-Raphson

Encontrado os parametros L e a, vamos ser capaz de calcular k e yq e utilizamos o

seguinte codigo:

1 import numpy as np

2 import pandas as pd

4 # --- Lista de Dados Fornecidos ---

6 L_list [2, 2.5, 3, 3.5, 4]

7 a_list = [4.354638, 5.105309, 5.676893, 6.139248, 6.527592]
8

9# --- Cdlculo dos Parédmetros k e y0O ---

10

11 resultados = []

12

13 for L, a in zip(L_list, a_list):
14 k =a/ 2
15 yO = 2 * a - np.cosh(a / 2)
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17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

resultados.append ({
L’ L,
’a’: round(a, 6),
’k’: round(k, 6),
’y0’: round(y0, 6)
b

# --- Exibigdo da Tabela de Resultados ---

df = pd.DataFrame(resultados)

print(df.to_string(index=False))
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Cédigo 2 — Célculo dos Parametros k e y, a partir de Valores de a para Diferentes

Comprimentos L

Montamos a tabela de parametros, e com ele conseguimos fazer a plotagem dos graficos

usando este outro codigo:

ot

6

10

11

12

13

14

19

20

21

22

23

24

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# --- Dados de Entrada ---

dados = [
{°’L’>: 2.0, ’a’: 4.354638, ’k’: 2.177319,
{°’L’: 2.5, ’a’: 5.1056309, ’k’: 2.552655,
{°’L’: 3.0, ’a’: 5.676893, ’k’: 2.838446,
{’L’: 3.5, ’a’: 6.139248, ’k’: 3.069624,
{°’L>: 4.0, ’a’: 6.527592, ’k’: 3.263796,

]

# --- Geracgdo de Pontos no Eixo x ---

x = np.linspace(0, 1, 500)

2 # altura dos pontos de suspenséo
plt.figure(figsize=(10, 6))

# --- Plotagem das Catenéarias ---

for 4 in dados:

a =d[’a’]
d[’k’]

b
]

’y0’:
’y0
’y0
’y0’:
’y0’:

0.973971},
0.734746},
0.489692},
0.242436},
-0.005859%
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yo = d[’y0’]
y = (1 / a) * np.cosh(a * x - k) + yO
plt.plot(x, y, label=f"L, = {d[’L’]1}")

# --- Pontos de Suspensdo ---

plt.plot ([0, 1], [h, h], ’ro’, label="Pontos,de, suspensdo")

# --- Configuragdo do Grafico ---

plt.xlabel ("$x$")

plt.ylabel ("$y$")

plt.ylim(bottom=0)

plt.grid (True)

plt.legend(loc="upper left’, bbox_to_anchor=(1.01, 1.0),

borderaxespad=0.)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

Codigo 3 — Plotagem das Catenarias para Diferentes Comprimentos L
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