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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar o Teorema da funcao inversa e consequentemente uma
aplicagao, no qual podemos citar, a raiz quadrada de uma matriz. Para apoio do tra-
balho sera abordado ideias sobre: produto interno, espago euclidiano, norma, topologia,

continuidade, sequencias, limite, derivada e aplicacoes diferenciais.

Palavras-chave: Limite, Derivada, Funcao Inversa.



ABSTRACT

In this work we will study the inverse function theorem and consequently one appli-
cation, in which we can mention the square of matrix. To support the work is necessary
ideas about: inner product, Euclidean space, norm, topology, continuity, sequences, limit,

derivative and differential applications.

Keywords: Limit, Derivative, Inverse Function.
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1 Introducao

No presente trabalho vamos estudar sobre o Teorema da Fungao Inversa e uma aplica-
cao; utilizando as ferramentas fornecidas pela Analise no R™ e Algebra linear. O trabalho
esté dividido da seguinte forma: no segundo capitulo, sera feito uma abordagem de assun-
tos j& visto na graduacao, como espaco euclidiano, produto interno e norma; o que dara
base para a construcao desse trabalho. Depois da segunda parte comecara a generalizacao
referente a Anélise real, pois agora a abordagem sera em n dimensoes. A partir do terceiro
capitulo, serd discutido assuntos de sequéncias, continuidade, e consequente, é possivel
tratar sobre limites. No quarto capitulo, é retomada as ideia de derivada e defini¢oes
de derivadas parciais. No quinto capitulo é feita a definicao de aplicacoes diferenciaveis
utilizando as ideias de transformacoes lineares. Finalmente, no sexto capitulo é chegada

a hora sobre a exposicao do Teorema principal deste trabalho e seu uso na Matematica.



2 Espaco euclidiano e Topologia

2.1 Espacos com produto interno

Definicao 2.1. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R. FEntende-se por
produto interno sobre V. uma aplica¢io que transforma cada par ordenado (u,v) € V. xV

em um niumero real, que indicaremos por (u,v), obedecendo as sequintes condigoes:
(a) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) Yu,v,w € V;
(b) {(au,v) = alu,v) Yu,v € V,a € R;
(c) (u,v) = (v,u),Yu,v € V;
(d) Yu # o, entdo (u,u) ¢ um nimero real e maior que zero .

Definicao 2.2. Um espago vetorial R™ com produto interno ou espacgo euclidiano é um

espaco sobre R™ munido de produto interno.

2.2 Propriedades do produto interno

1. {o,u) = (u,0) =0,Yu e V

Ou = o.
Dali,
(0,u) = (Ou,u) = O0{u,u) =0
Logo,
(0,u) = (u,0).
2. (u,av) = a(u,v)Va € R e Yu,v € V
Prova:
(u, vy = (av,u) = a(v,u) = alu,v).
3. (w,v+w) = (u,v) + (v, w),Vu,v,w € V
Prova:
(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).
4. Dado um numero inteiro m > 1,
(Ot iy, v) = 300 o (us, v)
Prova por inducao:

Param=1



(oqug,v) = ag( ug,v).

Para m = k (hipotese de indugao)

k k
(Z QiU U) = Zai( Ui, V)
i=1 i=1

Utilizando a hipotese para provar m = k + 1

k+1

E OZZUI, -

Mw

QGU; + Qg1 Uk 1, U) = <Z Oéz'uz',w + <Oék+1uk+1, U>
- ,
k+1

a;{ ug, v) + Qppr (Ugs1, v E a;(u;, v

'MW

=1

5. (u, 205y Bivg) = D25 Bilu, ;)
Prova por indugao:

Paran=1

<U7 /3)1U1> = Bl( U, Ul)

Para n = k (hipotese de indugao)

k k
(u, Z Bjv;) = Z Bi{ u, vj)

Utilizando a hipétese para provar n = k + 1

k+1
(u, Z Bjvj) = Z Bjvj + Brt1vp1) = Z Bjvi) + (U, Bry1Vk+1)
j=1 j=1

kt1
(u,v5) + Brt1(us V1) E Bj(u, vj).

||M?v

6. <Z:i1 iU, Z?:1 ﬁjvj> = Z:’il Z;Ll a;f3; (s, Uj)
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Demonstragao (consequéncia da |4f e :
O, Y By = ailw, y Bivy)
i=1 j=1 i=1 j=1
= Z Q Z Bj{ui, vg)
i=1  j=1

= (051 + ...+ Oém)(ﬁl +...+ 5n)<uivvj>

= Z Z aiﬁj<ui, ?Jj).

i=1 j=1

2.3 Norma e distancia

Defini¢ao 2.3. Seja V um espaco euclidiano com produto interno (u,v) — (u,v). Dado
um vetor u € V indica-se por ||u|| e chama-se norma de w o nimero real positivo dado

por

[lull = v/ (u, w)

Exemplo: Se no R™ consideramos o produto interno usual, dado u = (z1, ..., z,) nesse

espaco, temos:
l|ul| = /a2 + ... + a2

Proposicao 2.4. Em todo espaco euclidiano V, temos:

(a) ||aul] = |a|||u]|,Va € R e Yu e V

Demonstracao:
leul| = au, au) = /a2 {u,u) = Va2 /(u,u) = |of|ul.

(b) |lu|] Z0VueVellul|=0 < u=o0

Demonstracao:

(=)

ul] = 0 = (u,u)2 =0 = (u,u) =0 = u = o.

A ultima implicac¢ao acontece pela contra positiva do item (d) da definigao 2.1}
contra positiva de (d): (u,u) é um namero real, menor ou igual a zero, entao Ju = o.
Como em um conjunto nao existem elemento iguais, entao v = 0.

(«=) Fazendo u = o e colocando em (u, u) obtemos que o resultado ¢ igual a 0, por

causa da propriedade [1}

10



Além da norma euclidiana existe outros tipos de normas que podem ser citadas como

(a) Norma do maximo
|2llar = maz{||z1]], ..., [[znl[}

(b) Norma da soma
lzlls = [lzal[ 4 - 4 [lznl|
Podemos verificar com certa facilidade que para todo z € R”

[zl < flzflar < [l2lls < n-flaf]ar

Proposicao 2.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se V um espago vetorial eu-

clidiano, entao:

[{u, 0| < ful[[[[v]], Vu, v € V.

Demonstracao:

Se u ou v igual a zero.

No caso de v = o, entao (u,v) =0 e ||ul|||v]| = 0, logo tém se a igualdade neste caso
0<0 < 0=0.
Suponhamos u,v # 0. Para todo a € R vale a desigualdade ||u + av||* > 0

0 < |Ju+av||* = (u+ av,u+ av) = (u,u) + (u,av) + (av, u) + (v, av)
= (u,u) + (u, av) + {av, u) + o’||v]|*
= |lvl*a® + 20y, v) + ||ul?

Obtivemos, assim, um trinémio do segundo grau em «, pois ||[v||*> # 0. Logo seu

descriminante (A) é menor ou igual a zero, pois o trinémio é maior ou igual a zero.

22 +bx +c

)

|

e~

S b o
NN NN

a
0
0
4(u, v)* — 4ol |ul* <0
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Logo,

(u,v)* < [JulP[lvlf*

vV {u,0)? <Vl o]

B
[ (w, 0)| < [lul]]|v]].

Corolario 2.6 (Desigualdade triangular). Num espaco euclidiano vale a sequinte de-

siqualdade

[lu +of| < Jul] + [[v]].
Demonstracao:

[lu+ 0l = u+v,u+v) = (u,u)

+ (u,0) + (v,u) + (v,0)
= [[ul* + [Jo]]* + 2(u,v) < |

[l + [Jol* + 2[full[[vll = (llull + [[v]])*.
Entao |Ju+ v|[* < (||ul| + ||v]])?, dai, obtemos
[lu+ ol < ull +[|v]], Vu,v € V.

2.4 Bolas e conjuntos limitados

Defini¢ao 2.7 (Bola aberta). Dados o ponto a € R"™ e o nimero real v > 0, a bola
aberta de centro a e raio v € o conjunto B(a;r) dos pontos x € R™ cuja distdncia ao ponto

a € menor que T
B(a;r) ={x € R"; ||z — al| < r}.
Consequentemente, pode ser definido também a bola fechada
Bla;r] ={z € R"; ||z —al|| < 1}
Por sua vez, a esfera de centro a e raio r € o conjunto
Sla;r] = {z e R" ||z —al| =r}

Evidentemente, Bla;r] = B(a;r) U S[a;r].

Definigao 2.8 (Conjunto Limitado). Dizer que o conjunto X C R™ € limitado equivale

a entender que existe k > 0 tal que ||z|| < k para todo x € X.

12



Defini¢ao 2.9 (Conjunto convexo). Um conjunto X C R™ chama-se convexo quando

o segmento de reta que une dois quaisquer de seus pontos estd inteiramente contido em

X.
a,be X,0<t<1 = (1—-ta+tbe X.

Proposicao 2.10. Toda bola (aberta ou fechada) é um conjunto convezo.

Demonstracao:
Consideremos primeiramente a bola fechada B = B|x;r|. Dela é possivel compreender

que Dadas a,b € B, temos
lla — zo|| <7 e||b—zol| <1
Entao, para qualquer t € [0, 1] vale
o = (1 —t)xo + tay.
Portanto,

(1 —t)a+tb—xol| = |[(1 —t)a+tb— (1 — t)xg — txol|
= (|1 = t)(a — zp) + t(b — o)
< (1 =1)[|a — 2ol + ¢]|b — o||
<A —=-t)r+tr=r.

Definicao 2.11 (Ponto interior). Seja a € X C R™. Diz-se que o ponto a € inlerior ao

conjunto X quando, para algum r > 0, tem-se B(a;r) C X.

Com isso em mente, o conjunto intX corresponde aos pontos que sao interiores ao
conjunto X. Diretamente da definicao de ponto interior concluimos que intX C X.

Assim, podemos definir o seguinte:

Defini¢ao 2.12 (Vizinhanga de um ponto). Sendo a € intX, entio X ¢ vizinhanc¢a

do ponto a.
Proposicao 2.13. Toda bola aberta é conjunto aberto.

Demonstracao:
Tendo em mente a bola aberta B = B(a;r), podemos compreender que x € B, entao

||z — al| < r, logo

s=r—|lz—all >0

13



Afirmamos que, B(z;s) C B. Com efeito,
y € Blz;s) = |ly—a|| <r—|lz —ql|.
Logo,
y € B(x;s) = lly—all <lly—z|[+lz —al| <r —[lz —al| + |lx —al]| =

Dai concluimos que y € B(x;r).

Definigao 2.14 (Conjunto Fronteira). Sendo X C R"™, o conjunto fronteira(frX) é
formado pelos pontos y, no qual toda bola de centro y, contém pontos de X e pontos de
R" — X.

Teorema 2.15 (Manipulagoes entre conjuntos abertos). a) Se Ay, Ay sao aber-

tos em R™ entao Ay N Ay € aberto

b) Se (Ax)xer € uma familia arbitrdria de conjuntos abertos Ay C R™ entdao a reunido

A =U,cp Ax € um conjunto aberto.

Demonstracao:

a) Sejam A, As C R™ conjuntos abertos. Seja x € Ay N Ay, entdo z € A; e x € A,.

Portanto, existem €, €5 > 0 tais que
B(x;e1) C Ay, B(x;e9) C A,
Seja € = min{e;, o} > 0. Dessa forma,
B(x;€) C B(x;€1), B(z;€).

Consequentemente,

B(x;e) C Ay, As.
Assim,

B(z;e) C AN As.

Isto nos diz que = € int(A; N Az). Ou seja, A; N Ay é aberto. .

b) Seja (Ax)aea uma familia qualquer de abertos. Seja = € A. Portanto, existe A\g € A

14



tal que x € Ay,. Como A), ¢ aberto, entao existe € > 0 tal que
B(z;e) C Ay, C A.

Assim, x € intA. Ou seja, A é aberto.

3 Sequéncias, Continuidade e limites

3.1 Sequéncias

Definigao 3.1 (Sequéncia). Uma sequéncia em R™ é uma fungio f : N — R"™, que
associa a cada numero natural k um ponto x;, € R™. As notacoes para uma seqiiéncia sao
(X1, ey Thy o), () gen ou simplesmente (xy).
Definigao 3.2 (Sequéncia Limitada). Diz-se que a sequencia (xy)en € limitada quando
existe uma bola em R™ que contém todos os termos xy. Isto equivale a dizer que existe
¢ >0 tal que |x| < ¢ para todo k € N.
Proposicao 3.3. Se a seqiéncia (xy) € limitada entao, para todo i = 1,...,n, a sequéncia
(2, )ken das i-€simas coordenadas de xy € também limitada.

Demonstracao:
Para prové-la, adotaremos em R"™ a norma do méaximo. Entao, se ||z, || < ¢1, ||zx,|| <
€2y .oy ||Tk, || < ¢, para todo k € N, chamando de ¢ o maior dos numeros ¢y, ca, ..., ¢,
teremos ||zg|| = max{||zg, ]|, - ||zk, ||} < ¢ para todo k € N. Assim, se cada (zy, )ren(i =

1,...,n) é limitada, a sequencia (xy)gen € limitada.

Defini¢ao 3.4 (Subsequéncia). Uma subsequencia de (xy)reny € a restrigao desta se-

quencia a um subconjunto infinito N' = ky < ... < k,, < ... C N,

Definigao 3.5 (Limite de uma sequencia). Diz-se que o ponto a € R" € o limite da
sequéncia (zy) quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, € possivel obter kg € N tal

que k> ko = ||z —al] <e.
k>ky = x € B(ase).

Escreve-se entao limg_, 21 = a,limz, = a

Diretamente da definicao podemos extrair que
limzp =a <= lim||zx —al| =0

Teorema 3.6. A sequencia (xy) em R™ converge para o ponto a = (ai,...,a,) se, e
somente se, para cada i =1,...,n, tem-se limy_,o, Tk, = a;, isto €, cada coordenada de xy,

converge para a coordenada correspondente de a.
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Demonstracao:
Para cada i = 1,...,n, tem-se ||z, — a;|| < ||xx — al|, portanto

limzy =a = lim 2, = a;.
k—o0

Reciprocamente, se vale esta tltima igualdade entao, dado € > 0, existem kq, ..., k, € N

tais que
k>ki = ||log, —ail| <e(i=1,...,n).
Tomando ky = maz{ky,...,k,} e adotando em R™ a norma do maximo, vemos que
k>ky = ||lzx —al| <e

Logo limz;, = a.

Corolario 3.7. Selimzy, = a, limy, = b em R” elimay = o em R entdo lim(zy +yx) =

a+ b limagzy, = aa.

Tomando cada sequencia de coordenadas, o corolario resulta da propriedade corres-

pondente em R

Teorema 3.8 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequencia limitada em R™ possui uma sub-

sequencia convergente.

Demonstragao:
Seja (x) uma sequencia limitada em R™. As primeiras coordenadas dos seus termos for-
mam uma sequencia limitada (xy, )ren de niimeros reais, a qual, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass na reta, possui uma subsequencia convergente. Isto é, existem um subconjunto
infinito N; C N e um nidmero real a; tais que limyen, x5, = a;. Por sua vez, a sequencia
limitada (xy)gen, em R possui uma subsequencia convergente: existem um subconjunto
infinito Ny C N; e um ntumero real as tais que limgen, x, = as. E assim por diante, até
obtermos n conjuntos infinitos N D N; D Ny D ... D N,, e ntimeros reais aq, as, ..., a, tais
que limgey, Tk, = a; para i = 1,2,...,n. Entdo pomos a = (ay,...,a,) e, pelo Teorema

[3.6] temos limyey, 2 = a, 0 que prova o teorema.

Definigao 3.9 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequencia de pontos x € R" chama-se

uma sequencia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe kg € N tal que
kor>ky = ||z — 2] <e

Proposigao 3.10. Toda sequencia de Cauchy (xy) € limitada.
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Com efeito, tomando € = 1 na definicao acima, vemos que existe um indice ky tal
que, salvo possivelmente os pontos z1, ..., xy, todos os demais termos xj, pertencem a bola
B(zy,+1;1). Portanto o conjunto dos termos da sequencia é limitado.

A condic@o para que a sequencia (zy) seja de Cauchy pode ser reformulada dizendo-
se que limy, o ||z — 2.|| = 0, isto é, que limy yen||zx — 2-|| = 0. Dal resulta que se
N C N ¢é um subconjunto infinito, ou seja, se (z,),cn ¢ uma subsequencia de (zj) entdo

limgenren ||Tx — 2,|| = 0.

Teorema 3.11. Uma sequencia em R™ converge se, e somente se, € uma sequencia de

Cauchy.

Demonstragao:

(<) Seja (x)) uma sequencia de Cauchy em R"™. Sendo limitada, ela possui uma sub-

sequencia convergente (x,)qen. Seja a = limyeny @, Temos lim,en ||z, — al] = 0 e
limgen ren ||2x — x| = 0, como observamos acima. Entao, aplicando o limite em ||z) —
al| < ||zg — x|| + ||z, — al| resulta que limgey ||z — a|| = 0, ou seja, limg_,o T = a.

(=) Se (x1) é convergente, com lim 2}, = a, entdo, aplicando o limite em ||z — z,|| <

||zx, — al| + ||z, — a]|, concluimos que limy o0 ||zx — 2.|| = 0, ou seja, (zx) é de Cauchy.

3.2 Continuidade

Definigao 3.12 (fungoes- coordenada). Uma aplicacao f : X — R", definida no
conjunto X C R", associa a cada ponto v € X sua imagem f(x) = (fi(x),..., fu(z)). As
funcgoes reais fy,..., fn : X = R

Defini¢ao 3.13 (fungao continua em um ponto). Diz-se que f € continua no ponto

a € X quando, para cada € > 0 arbitrariamente dado, pode-se obter § > 0 tal que
reX |z —al <0 = |[|f(x) - fla)]| <e

Noutros termos: para cada bola B(f(a);e) dada, existe uma bola B(a;d) tal que
f(B(a;6) N X) C B(f(a);€e). Diremos que f : X — R"™ é uma aplicagdo continua no

conjunto X C R™ quando f é continua em todos os pontos a € X.

Teorema 3.14. Sejam X CR™ Y CR", f: X - R" com f(X)CY eg:Y — RP.
Se f € continua no ponto a € X e g € continua no ponto f(a) entio go f : X — RP €

continua no ponto a. Ou seja: a composta de duas aplicacoes continuas € continua.

Demonstracao:
Seja dado € > 0. A continuidade de g no ponto f(a) assegura a existéncia de A > 0
tal que y € Y |, |ly — f(a)]| < A = |lg(y) — g(f(a))|| < e. Por sua vez, dado
A > 0, a continuidade de f no ponto a fornece 6 > 0 tal que z € X, ||z —al|| < 0§ =
1f(z) = fla)l| <A = lg(f(x)) = g(f(a))]| <€ logo go f & continua no ponto a.

17



Teorema 3.15. (a) A aplicagio f : X — R"™ € continua no ponto a € X se, e somente

se, para toda sequéncia de pontos x € X com limzy = a, tem-se lim f(x) = f(a)

(b) A aplicagio f : X — R™ € continua no ponto a € X se, e somente se, suas fungoes-

coordenada f1,..., fn : X = R"™ sao continuas nesse ponto.

Demonstracao:

(a) Seja f : X — R” continua no ponto a. Dada a sequencia de pontos xy € X com
limz, = a, para todo € > 0 existe § > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a); = .
Correspondente a 4, existe ky € N tal que k > kg — 1z € B(a;0), logo k >
ke = f(zx) € B(f(a);€). Isto mostra que lim f(zx) = f(a). Reciprocamente,
suponhamos por absurdo, que limx; = a implique lim f(z;) = f(a), porém f seja
descontinua no ponto a. Entao existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo
k € R™, podemos encontrar zj, € X com ||z, —al| < ¢ e || f(xx) — f(a)|| > €. Assim,

temos lim x;, = a mas nao temos lim f(x;) = f(a), uma contradicao.

(b) Isto decorre imediatamente do Teorema [3.6| junto com a parte (a), que acabamos de

provar

Teorema 3.16. Seja X C— R™. Se as aplicagoes f,g : X - R* ea : X — R sao

continuas no ponto a € X entao sao também continuas nesse ponto as aplicacoes
e f+g: X —-R"
e (fig) : X - R"
e |[f|: X =>Reaf: X - R"

Demonstracao:
Isto resulta do Teorema [3.15|(a) juntamente com o Corolério do Teorema [3.6]

Teorema 3.17. A aplicacao f: X — Y € continua se, e somente se, a imagem inversa

por f de todo subconjunto aberto em 'Y € um subconjunto aberto em X.

Demonstragao:
Dada f: X — R" se f(X) C Y C R" podemos considerar f como uma aplicagdo de X
emY eescrever f: X — Y. Se A e F sao subconjuntos de R" entao f~1(A) = f~1(AUY)
e f[7H(F) = fTH(FUY).

Proposicao 3.18. Toda transformacao linear A : R™ — R™ € continua

Demonstragao:

Para cada ¢ = 1,2,...,n, a i-ésima funcao-coordenada de A é a funcao continua

(@1, ey Tn) = @y T1 + ... + a4, Ty, onde [a;;] é a matriz de A.
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3.3 Limites

Definicao 3.19. Sejam f : X — R" definida no conjunto X C R™ e a € R™ um ponto
de acumulag¢iao de X. Diz-se que b € R™ € o limite de f(x) quando x tende para a e

escreve-se lim,_,, f(z) = b quando a sequinte condi¢io € vdlida:
Ve>0,30 >0,z € X,0< ||z —a|]| <d = ||f(z) —b|]| <€

Quando o ponto de acumulagao a pertence a X, a aplicacao f : X — R™ é continua

no ponto a se, e somente se, lim,_,, f(z) = f(a).

Teorema 3.20. Seja a um ponto de acumulacao do conjunto X C R™. Se as fungoes
coordenada da aplicagao f: X — R™ sao fi,..., fn : X = R entao tem-se lim,_,, f(x) =

b= (bi,...,b,) se, e somente se, lim,_,, fi(x) = b; para cada i =1, ....n.

Demonstracao. Se lim,_,, f(x) = b entao, para cada i = 1, ..., n, tem-se lim,_,, fi(z) =
b; porque ||fi(z) — bi|| < ||f(x) — b||. Reciprocamente, se lim,,, fi(x) = b; para cada
i =1,...,n entdo lim,_,, f(z) = b porque || f(z) —b|| < >0, || fi(x) — bil.

Teorema 3.21. Seja a um ponto de acumulagao do conjunto X C R™. A fim de que
se tenha lim, . f(x) = b € necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos

zr € X —{a} comlimzy = a, seja lim f(xg) = b

Demonstracao:
(=) Seja (z1) C X — {a} tal que limzy, = a. Assim, dado € > 0 temos que existe 6 > 0

tal que para todo z € X com 0 < ||z — a|| < 0, chegamos a seguinte desigualdade:
1f(z) = bl <,
pois lim,_,, f(z) = b. Como limx; = a, entao AN € N tal que para todo n > N, tem-se
0 < ||lzg —al| <6, com N = N(9).
Com isso, para todo n > N, conclui-se que ||f(zx) — b|| < €. Ou seja,
lim f(xy) = b.

(«<)Suponha, por contraposi¢ao, que lim,_,, f(z) # b. Assim, existe € > 0 tal que V§ > 0,

encontra-se xrs € X tal que

0<|lxs—0|| <0ellf(xs)— bl >e.
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Considere os seguintes valores para 9§ :

L,

N | —
Wl =

com n € N para obter z; € X tal que
1
0 <[lzg —all <~ e [|f(ze) 0]l > e
Portanto, utilizando o Teorema do Sanduiche, (z;) C X —a, limz, =be

[1f (z) = 0l| = €,
Se lim f(xy) = b, entao
0 =lim || f(zx) = b]| >,

Ou seja, € < 0. Contradigao! Assim sendo, lim f(xy) = b.

Teorema 3.22. Sejam: a um ponto de acumulagcio de X C R", b € Y um ponto de
acumulagio de Y C R™, f: X — Y wuma aplicagio tal que lim,_of(x) = b e g : RP
continua no ponto b. Entao lim, ,, g(f(z)) = g(b).

Teorema 3.23. Sejam f,g : X - R" e a : X — R definidas no conjunto X C R™
e a um ponto de acumulagao de X. Se existem lim,,, f(x) = b, lim,,,g(x) = c e

lim, _,, a(z) = ap, entao existem os limites e valem as igualdades abaizo:
(a) limga[f(z) + g(x)] = b+ ¢,
(b) limgq az) X f(2) = g X b
(¢) limga(f(2),9(x)) = (b, )
(d) limg_q [[f ()] = [[b]]

Demonstracao:

A aplicagdo s : R" x R" — R", definida por s(z,y) = = + y, é continua. Observando
que f(x) + g(x) = s(f(z),g(x)), resulta do Teorema que lim, ,,[f(z) + g(z)] =
lim, . f(2) 4 lim,, g(x) = b+ c. Analogamente para as outras trés igualdades.

Além disso, é 1til saber que se lim,_,, a(z) =0e f : X — R” ¢ limitada na vizinhanca
de a (isto &, existem 6 > 0 e M > 0 tais que z € X e ||z — a|| < ¢ implicam |f(z)| < M

entao lim,_,, a(x)f(z) = 0, mesmo que ndo exista lim, ., f(x).
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4 Diferenciabilidade

4.1 Derivadas parciais

Definigao 4.1 (Derivada parcial). Seja f : U — R uma func¢ao definida no aberto U C
R™. Para cada i = 1,...,n, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a = (ay,...,a,) € U
€ 0 numero

0f _ o Hatte) = f@) | (et tean) = f(0)

ox; - t—0 t t—0 t

caso este limite exista.

4.2 Funcoes de Classe C!

Definigao 4.2 (Fungao de classe C'). Seja f : U — R wma fun¢do que possui as n
derivadas parciais em todos os pontos do aberto U C R"™; onde, podem ser definidas as
sequintes fungoes continuas em U :

of af af af

3_1:1""’8_%:U_>R6 o1 DX 8xz<x>

Defini¢ao 4.3 (Fungao Diferenciavel). Uma funcao f : U — R™, definida no aberto
U C R", diz-se diferencidvel no ponto a € U quando cumpre as sequintes condi¢oes:

of

5a-(a), sendo i =1,..n.

e Fzistem as derivadas parciais

e Para todo v = (aq,...,ay) tal que a4+ v € U, tem-se

fla+v) - f(a) = inlg—i-ai—l—r(v), onde zl;i—%%_

A esséncia da definicao da diferenciabilidade esta na condigao lim,_,q ﬁ = 0.
Proposicao 4.4. Toda funcao diferencidvel em um certo ponto a é continua nesse ponto.

Demonstragao:

De limvﬁoﬁ = 0 resulta que lim,,,7(v) = 0, pois r(v) = ﬂg}”ﬁ - ||v||. Segue-se que

limy—a[f(a+v) — f(a)] = 0.
Diremos que f : U — R é diferenciavel quando f for diferenciavel em todos os pontos

de U. Quandon = 1, afuncao f : U — R é diferenciavel no ponto a se,e somente se, possui
derivada neste ponto pois, como podemos agora dividir por v € R, de f(a +v) — f(a) =

% v 4 r(v) resulta

r(v) _ flatv) = fla) df

[|v]| N v dx

(),
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portanto, lim,_,q % =0 < lim,_ g M — jj;( )

Teorema 4.5. Toda fungio f : U — R de classe C € diferencidvel.

Demonstracao
Por simplicidade, suporemos U C R2. O caso geral se trata analogamente, apenas com
uma notagao mais elaborada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e tomemos v = (h,k) tal que
c+veU. Seja
af of

h— 2L

r(v) =r(h,k) = fla+hb+k) = flab) - = Ay

onde as derivadas sao calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever

of , _9f

r(v) = fla+h,b+k)— f(a,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b) — e 8y

Pelo Teorema do Valor Médio para fungoes de uma variavel real, existem 6,60y € (0,1)

tais que
_of of A
r(v) = ax(a+91h,b+k)—l—ay(a,b—l—egk) k B h 3 k,
Logo
r(v) _ 0f of h
o] ~ g @ bR = 5l e
of of k
+[8y (a,b+ bk) — o (a,b)] e

Quando v — 0 os termos dentro dos colchetes acima tendem a zero, pela continuidade

das derivadas % e g—i. Além disso, os termos fora dos colchetes tém valor absoluto < 1.

Portanto lim,_,q ﬁ = 0 e entao f é diferenciavel.

Corolario 4.6. Toda funcao de classe C* € continua.

5 A Derivada como uma Aplicacao Linear

Definicao 5.1. Uma funcao f : U — R", definida no aberto U C R™, é definida como
diferencidvel no ponto a € U quando cada uma das suas fungoes-coordenada fi, ..., fr :

U — R € diferencidvel nesse ponto.

fila+v) — fi(a) = Z afi‘ (a) - a; +7i(v) com lim —— ri(v)

v=0 [Ju]
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Sendo v = (v, ...,a), a+veEUei=1,...,m

Defini¢ao 5.2. A matriz Jf(a) = [%(a)]chama-se a matriz jacobiana de f no ponto a.

Definigao 5.3. A transformagao linear Df(a) : R™ — R", cuja matriz em relagdo as

bases canonicas de R™ e R™ é Jf(a), chama-se a derivada da aplica¢ao f no ponto a.
Neste caso, podemos definir

Defini¢ao 5.4. A funcio Df(z) : U — L(R™;R™) corresponde os valores x € U com a
transformacao linear D f(x) : R™ — R™.

De acordo com a definicao de matriz de uma transformacao linear, para todo v =
(0q, ..., ) € R™ temos
— Ofi ofi
Df(a)-v=(p1,...,0n) onde B; = (a)-ocj:%(a).

= 8[Ej

Definicao 5.5. A derivada direcional da funcao f: U — R™ , no ponto a, na dire¢ao do

vetor v, como

Dai,

of dfi Afn

= (a) = (5a), o 2 (@) = Df (@) .

Quando f : U — R"™ é diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos que f é
diferenciavel em U.
Para facilitar a notagao, quando as n igualdades numéricas que exprimem a diferenci-

abilidade das fungoes coordenadas f;, serd denotado esta condi¢ao como

fla+wv) = fla) = Df(a)-v+r(v) com limw

v=0 [[o]]

Algumas vezes, é mais conveniente escrever esta condi¢ao sob a forma
fa+v) ~ f(a) = Df(a) v+ p(v)le]| com lim p(v) = 0.

Aqui, p(v) = '® Hara todo v #0talquea+veU.

IEl

Dizer que a aplicac¢ao derivada Df : U — L(R™;R™), é continua equivale a afirmar a

continuidade de cada uma de suas nm funcoes coordenada % U — R, isto é, a dizer

k3

que f é uma aplicacao de classe C'.

23



Teorema 5.6 (Regra da Cadeia). Sejam U C R™, V. C R™ abertos e f : U — R,
g 'V — RP diferencidveis nos pontos a € U, b = f(a) € V , com f(U) C V. Entao
go f:U — RP ¢ diferencidavel no ponto a e

(go f)(a)=4g(®)- f'(a): R™ — R?

Demonstracao

Podemos escrever
fla+v) = fla) = Df(a) - v+ p(v)[[v]] com lim p(v) =0 e
fla+v) = f(@) = Df(@) v+ o)l com lima(v) = 0

Entao,

(go f)la+v)=g(fla)+ Df(a)- v+ pv) -l
Pondo w = Df(a) - v+ p(v) - ||v]|, obtemos:

(go flla+v) =g(b+w)=g(b)+Dg(b) - Df(a)-v+ Dg(b) - p(v)||v]|+
+o(w) - |lw]| = (g f)(a) + [Dg(b) - Df(a)] - v+ C(v) - |Jv]],

onde
C(v) = Dg(b) - p(v) + o(w) - [Df(a) - ﬁ + p(v)]

Se v — 0 entdo w — 0 e Df(a) - 7ot € limitada. Portanto lim,_ C(z) =0.

Corolario 5.7. Se f: U - R" eg:V —-RP (U CR™ e f(U) CV CR") sao de classe
C* entdo go f : U — RP ¢ de classe COF.

Demonstracao:
Com efeito a Regra da Cadeia, aplicada num ponto genérico = € U, lé-se D(go f)(z) =

Dg(f(z)) - Df(x). Em termos funcionais, temos
D(go f)=(Dgof) -Df:U— LR™R")

onde o é a composi¢ao de aplicagoes e - é a multiplicacao de transformacoes lineares, a
qual é bilinear, logo C*®. Se f e g sao de classe C!, esta tltima igualdade mostra que
D(g o f) é continua, logo g o f € C1. Por inducao, supondo f e g de classe C*, a mesma
igualdade mostra que D(go f) € C*~! logo go f € C*.
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Corolario 5.8. Nas condicoes do Teorema 1, a matriz jacobiana de g o f no ponto a €

o produto da matriz jacobiana de g no ponto f(a) pela matriz jacobiana de f no ponto

a:J(go f)(a) = Jg(f(a))- Jf(a).

Em termos de derivadas parciais, a igualdade acima 1é-se

0g; . 0g;  Oyy

Oxj = Oy . dx;

Corolario 5.9. Sejam f,q: U — R" diferencidveis no ponto a € U C R™, a um nimero
real e B : R™ x R" — RP bilinear. Entao

e f+g:U— R" é diferencidvel no ponto a, com (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
e a- f:U — R™ é diferencidvel no ponto a, com (af)'(a) = a- f'(a)

Demonstragao:
Os itens 1) e 2) podem ser provados diretamente a partir da definigdo de aplicagao diferen-
ciavel ou entao considerando as transformacoes lineares S : R x R” — R", ax : R* — R",
definidas por S(z,y) =z +y e ax*(x) = a-x. Entdo é s6 observar que f+ g = So(f,g)

ea-f=axof eusar a Regra da Cadeia, lembrando que DS = S e D(ax) = as, logo

D(f+g)=So0(Df,Dg)=Df+DgeD(a-f)=D(ax-f)=axoDf =a-Df.

6 Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da Funcao Inversa é um importante resultado que trata da possibilidade
de inverter uma funcao, mesmo que localmente. Antes de enunciarmos este importante

Teorema vamos precisar de alguns conceitos e resultados.

Definigao 6.1 (Homeomorfismo). Sejam U,V C R". Um homeomorfismo f : U — U

¢ uma bijecio continua cuja inversa f=1:V — U também é continua.

Defini¢ao 6.2 (Difeomorfismo). Sejam U,V C R™. Conjuntos abertos. Um difeomor-

fismo f:U — 'V é um bijecao diferencidvel cuja inversa também é diferencidvel.

Observacgao 6.3. Pelas definicoes acima, temos que todo difeomorfismo é um homeomor-
fismo, jd que toda fungao diferencidvel é continua. A reciproca nao € verdadeira, pois o
fato de ser continua em um ponto nao garante ser diferencidvel nesse ponto. Por exemplo,

3

a aplicagao f: R — R dada por f(x) = x° é um homeomorfismo diferencidvel mas nao é

difeomorfismo, pois sua inversa f~1(x) = ¥/x nao € diferencidvel no ponto 0, ja o limite
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—1 _ -1 3 _ 3 1
lim f@) = f70) = lim Vo0 = lim Ve = lim
z—0 xr—0 z—=0 £ —0 z—0 T =0 2

nao existe

Definigao 6.4 (Classe C*). Seja f : U — R™ uma aplicagio definida no aberto U C R™.
Dizemos que f € de classe C* e escrevemos f € C* em que 1 < K < oo, se em cada
ponto de U as derivadas parciais de ordem K das fungoes coordenadas de f existem e sao
continuas. Dizemos f € C* se f € C*,Vk € N.

Exemplo 6.5. Considere a aplicacio f : R? — R? definida por f(x,y) = (e®cosy, e®siny),

em que sao funcgoes coordenadas fi1 e fo sao respectivamente

fi(z.y) = e"cosy e fulw,y) = “seny.

Como €%, cosy, seny possuem todas as derivadas parciais de ordem k, onde 1 < K < oo,
e estas sio continuas em R?, temos que fi e fo sdo de classe C* Yk € N. Isso faz com
que f € CkVE € N, e assim f € C®. Porém, f naio é um difeomorfismo, pois naio €

injetiva. De fato, note que
f(1,0) = f(e* cos0,esin0) = (e,0) e f(1,27) = (e,0),

ou seja, f(1,0) = f(1,2m), mas (1,0) # (1,2n)

Defini¢ao 6.6 (Difeomorfismo Local). Dizemos que uma aplicag¢io diferencidvel f :
U — R", definida no aberto U C R™ € um difeomorfismo local se para cada x € U se
existir um aberto V,, em que x € V, C U e a restricao de f a V, é um difeomorfismo
sobre um aberto W, que contém f(x). Quando f é de classe C*, dizemos que € um

difeomorfismo local de classe C*.

E importante sabermos que todo difeomorfismo é um difeomorfismo local. J& a re-
ciproca nao é valida. Vamos justificar esse fato apds enunciarmos e demonstrarmos o
Teorema da Funcao Inversa. Vamos desenvolver sobre alguns resultados que sao essenci-

ais para demostrar o Teorema da Fungao Inversa.

Teorema 6.7 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam U aberto e convero do R" e
f:U = R™ uma aplicagao diferencial tal que ||Df(z)|| < M,Vx € U, entao

I1f(b) — f(a)|| < M||b—al|,Ya,be U.
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Teorema 6.8. Se o difeomorfismo f: U — V é de classe C*(k > 1) entio seu inverso
g=f1:V = U também ¢é de classe C*

Demonstracao(indugao em k)
Para todo y = f(z) € V', temos Dg(y)[Df(z)]"* = [Df(f'(y))]"!, portanto a aplicagao
Dg:V — L(R™) = R™ se exprime como a composta

Dg = (Inv)o Df o [~

Onde Inv leva todo operador invertivel X : R™ — R™ no seu inverso X! Df :
U — L(R™), Df leva todo ponto x € U na derivada (invertivel) Df(z) : R™ — R™
e f711 : V — U é aplicacao inversa de f . Sabemos que Inv € C*. Portanto, se
f € C*¥entdao Df € C*! e, pela hipétese de inducdo, f~ € C*~1 logo Dg € C*¥~!, como

composta de trés aplicacoes de classe C*~!. Por definicao, isto significa que g € C*.
Proposigao 6.9. Toda transformacao linear T : R™ — R™ € de classe C'™°

T'(z) =T. Com efeito, T(x +v) —T(v) =T -v+0. A aplicacao derivada é constante
T’ é constante, logo T € C°.

Teorema 6.10. Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™ uma aplicagao definida por
flz) =Tz + ¢(x), em que T : R™ — R™ € uma aplica¢ao linear invertivel e p : U — R™

satisfaz

lo(z) —o(y) < M|z —yl|, Yo,y €U,

com MA||T7!| < 1. Entao f é homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C R™.
Se U = R™, tem-se f(U) =R"

Teorema 6.11 (Diferenciabilidade o Isomorfismo Inverso). Seja f : U — V um
homeomorfismo entre abertos U,V C R™. Se f é diferenciavel num ponto a € U e a
derivada Df(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, entdo o homeomorfismo inverso f=' :

V — U ¢€ diferencidvel no ponto b= f(a) e D(f~1(b)) = Df(a)™".
Agora temos as ferramentas necessérias para demostrar o Teorema da Fungao Inversa.

Teorema 6.12 (Teorema da Fungao Inversa). Sejam U C R™ um aberto e f: U —
R™ de classe classe C* (k > 1) tal que Df(x) : R™ — R™ ¢é um isomorfismo, em que
x9 € U. Entdo f é difeomorfismo de classe C* de wma vizinhanga V de xy sobre uma

vizinhanga W de f(x).
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Para simplificar a notagao, suponhamos que xy = f(x9) = 0, o resultado geral se
obtém por translacao.
Temos que f € C* (k > 1), entdo

f(@) = f(z) = f(0) = Df(0)z + r(z), lim 2 =0.

Dessa forma, 7(x) = f(x) — Df(0)z ¢ de classe C*, pois f ¢ de classe C* e D f(0) ¢ linear.

Além disso,
Dr(0)=Df(0)— Df(0) =0.

Como D f(0) é um isomorfismo podemos considerar 0 < \ < =T- Vimos que r € C¥,

1
[[Df(0)
entao Dr : U — L(R™) é continua e assim,

lim Dr(xz) = Dr(0) = 0.
z—0
Como isso, existe § > 0 tal que ||Dr(z)|| < A, sempre que ||z|| < X\. Ou seja, V = Bs(0)
vizinhanga de z¢ = 0 tal que ||Dr(z)|| < A\, Vx € V.
Pela Desigualdade do Valor Médio, Teorema [6.7] temos

l[r(z) —r()|| < M|z —yl], Vo,y e V

Com isso, concluimos que a restricao de f a V' é uma pertubacao do isomorfismo
Df(0). Logo, pelo o Teorema [6.10] f|y é um homeomorfismo de V sobre um aberto
W que contém f(xg). Por hipotese, Df(xg) é um isomorfismo, isto é, um determinante
da matriz [Df(z)] ¢ diferente de zero. Além disso, Df(zo) : U — L(R™) e continua,
ja que f € C* Entdo, segue da continuidade do determinante e de Df que Df(x) ¢ um
isomorfismo, Vx € V| diminuindo V' se necessério. Pelo Teorema da Diferenciabilidade
do Homeomorfismo Inverso (Teorema [6.11)), g := f~1 : W — V ¢ diferenciavel e Dg(y) =
Df(x)™!, com y = f(x). Por fim, vamos provar que ¢ € C*. De fato, note que e
Dg=ioDfog,em quei(z) =z"! éde classe C*. Como f € C' e i, Df, g sdo continuas,
entdao Dg é continua, isto ¢, g € C'. Se f € C* entao i, Df,g € C', logo Dg € C*, ou
seja, g € C2. Portanto, o resultado segue.

Algumas consideragoes devem ser feitas sobre o Teorema da Funcao Inversa. A pri-

meira delas é que este nao tem carater global. De fato, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 6.13. Seja f : R? — R? dada por f(x,y) = (e*cosy, e®siny). Dai, a matriz
Jacobiana de f no ponto (x,y) € dada por
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(Df(z,9)] = (e%osy —e”siny)

e*siny  e*cosy
Portanto, det[Df(x,y)] = €** # 0, ¥(x,y) € R?. Logo, Df(z,y) ¢ um isomorfismo para
cada (z,y) € R% Pelo Teorema da Fungao Inversa, f ¢ um difeomorfismo local. Porém, ja

tinhamos visto que f nao 4 um difeomorfismo. A segunda consideragao & sobre a hipdtese

de f ser de classe C! nao poder ser omitida. Com efeito, o exemplo a seguir mostra, isso.
Exemplo 6.14. Seja f : R — R dada por

r+1=5

r+1=5

Isto implica que f’ nao é continua em = = 0, o que acarreta que f nao é de classe
Cl. Seja d > 0e K € N tal que % < ¢§. Entao, f’(%) < 0,se k épare f’(%) > 0, se
k é impar. Pela continuidade de f em (0, 00) segue que existem intervalos I, J C (—d, )
tais que f'(x) > 0, Vo € [ e f'(x) < 0,Vz € J, isso implica que f é crescente em [ e
decrescente em J e portanto f nao tem inversa em (—d,9). A tltima consideragao a ser
feita sobre o Teorema da Funcao Inversa é que a inversa de f pode existir em algumas

vizinhangas de z¢ sem que D f(zy) seja invertivel. De fato, considere o exemplo.

Exemplo 6.15. A fungio f : R — R definida por f(x) = a3 tem inversa f~(z) = V/x
e para o = 0 tem-se Df(xo) = 0 € nao invertivel. Neste caso, vimos que f~' ndo é

diferencidvel em 0 = f(0).

A seguir, sera apresentadas uma aplicacao do Teorema da Funcao Inversa, no qual

mostra que proximo a identidade toda matriz tem uma raiz quadrada.

Aplicagao 6.16. Vamos utilizar o Teorema da Fung¢ao Inversa para provar que prorimo
a identidade toda matriz tem uma raiz quadrada. Lembre-se que uma matriz X € uma
raiz quadrada de uma matriz Y quando X? =Y Seja f : Mn(R) — Mn(R) dada por
f(X) = X2 Assim,

f(h=1,feC'eDf(X)H=XH+ HX,
Em particular,
Df(I)H =2H,YH € Mn(R).

Logo, Df(I) = 2I é um isomorfismo. Portanto, pelo Teorema da Fungao Inversa, existe

uma vizinhanga V' de I tal que f : V — f(V) é um difeomorfismo de classe C'. Logo,
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para todo Y € f(V), existe um tinico X € V tal que f(X) = Y, ou seja, X? =Y.
Portanto, X é uma raiz quadrada de Y € F(V'), com f(V') vizinhanga de I, pois I = f(I).

30



7 Consideracoes Finais

O trabalho foi divido em partes que se entrelagam e culminam no Teorema da Funcao
Inversa. Inicialmente, houve uma abordagem de conceitos ja visto na Algebra Linear;
juntamente com certa generalizacao da topologia, ja vista na Anélise Real. Depois, a in-
tencao foi generalizar conceitos ja vistos na reta; A finalizacao, dessas etapas preliminares
acontece no estudo da derivada como uma transformacao linear.

O foco, nao foi somente de demonstrar o Teorema da Funcao Inversa; mas também,
a discricao da importancia desse resultado para Analise no R". Para isso, foi descrito
uma aplicacao que deixa claro a intencao inicial. A tentativa dessa dissertacdao nao paira
somente na finalizagao deste, mas também na ajuda que é prestada a comunidade acadé-

mica.
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