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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos a aplicabilidade dos multiplos e divisores. Exploramos as
diferentes ideias inerentes a multiplicacdo e divisdo. Assim como a relagdo dessas operacgoes
no Algoritmo da Divisdo. Abordamos a utilizagdo da Criptografia RSA como um exemplo
pratico no uso dos multiplos e divisores. Realizamos uma breve fundamentagdo tedrica e a

aplicacdo dos mesmos para exemplificar a relevancia de tais conceitos.

Palavras-chave: Multiplos; divisores; divisibilidade; Criptografia RSA.



ABSTRACT

In this work, we present the applicability of multiple and dividers. We explore the different
ideas intrinsic to multiplication and Division. As well as the relationship of these operations in
the Division Algorithm. We address the use of RSA Cryptography as a practical example in the
use of multiplex and divisors. We provide a brief theoretical foundation and their application

to exemplify the relevance of such concepts.

Keywords: multiple; dividers; divisibility; RSA encryption.
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1 INTRODUCAO

As necessidades préaticas estimulam o desenvolvimento das ciéncias, foi assim no
passado e persiste nos dias atuais. Assim, podemos definir a matematica como uma ciéncia
dindmica, num processo de construcdo diario. Diante disso uma estreita relacdo foi sendo

desenvolvida entre a Teoria dos NUmeros e o conceito de divisibilidade.

A Matematica, sob as formas da Aritmética e da Geometria rudimentares, nasceu para
suprir as necessidades de contagens, facilitar as transacBes comerciais e guiar 0s
construtores de edificacBes, monumentos, canais de irrigacdo e outras obras das
primeiras civilizagBes. Isso ocorreu em meados do quarto milénio a.C., na
Mesopotamia e no Egito, e, alguns séculos depois, na india e na China. Ela era, entéo,
puramente indutiva, fruto do raciocinio que o homem aplicava sobre aquilo que
observava ou carecia. ([1], p. 28)

De fato, um dos maiores desafios enquanto professor de matematica é despertar no aluno
0 seu interesse pela disciplina. Em alguns contetdos a forma abstrata apresentada e sem 0 uso
pratico dificulta aproximar os alunos desses conceitos matematicos.

Durante muito tempo a Teoria dos NUmeros — um ramo da matematica com foco nas
propriedades dos nimeros em geral, e em particular dos numeros inteiros — foi vista como uma
parte da matematica sem aplicacOes praticas, mas com o advento da internet e a necessidade de
proteger as informac0es, ela se mostrou uma solucdo pra viabilizar a protecdo da troca de
mensagens entre usuarios de aplicativos e transacdes financeiras seguras. Por exemplo, a
Criptografia RSA que utiliza uma ideia simples: dados dois nUmeros primos p e g, 0 seu produto
€ um namero n. Esse numero é a chave publica, enquanto p e q sdo as chaves privadas.
Conhecidos p e g, é relativamente facil achar n, pois basta multiplicar p por g, mas é dificil
achar p e g a partir de n, pois este precisara ser fatorado e isso pode levar muito tempo.

Com o objetivo de ampliar a compreenséo dos alunos do Ensino Médio em relacdo ao
Algoritmo da Diviséo, o desenvolvimento deste trabalho iniciou com intuito de compreender
as situacGes-problema em que os conceitos de multiplos e divisores permitem resolver, bem
como sua aplicacdo representou uma parcela significativa no desenvolvimento da Teoria dos
NUmeros.

O trabalho é organizado como segue: no segundo capitulo mostraremos as ideias
utilizadas na multiplicacéo e diviséo e alguns problemas para exemplificar. Bem como, as ideias

que diferenciam o0 MMC do MDC com seus respectivos exemplos.



No terceiro capitulo, veremos a definicéo de divisibilidade e o teorema do Algoritmo da
Divisdo, definicdo de multiplos e divisores comuns, com exemplos e ainda alguns corolarios.

No dltimo capitulo, iremos mostrar algumas aplica¢des dos mdaltiplos, divisores e uma
aplicacdo pratica do Algoritmo da Divisao que visa contextualizar o contetdo no Ensino Médio
e despertar o interesse do aluno pela disciplina, colocando a matematica como uma das ciéncias

responsavel pelo desenvolvimento da sociedade.
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2 USO DA MULTIPLICACAO E DIVISAO

A definicdo de divisibilidade é fundamental na matematica e esta intrinsecamente ligada
a relacdo entre multiplos e divisores de um nimero. Antes de abordar os conceitos de multiplos
e divisores, iremos compreender os significados da multiplicacdo e divisdo no contexto
cotidiano para s6 entdo abordamos esses conceitos.

“Em relacdo aos numeros, os estudantes do Ensino Fundamental tém a oportunidade de
desenvolver habilidades referentes ao pensamento numérico, ampliando a compreensdo a
respeito dos diferentes campos e significados das operagdes.” ([2], p. 529)

De fato, é importante para o aluno compreender os significados das opera¢@es e como
elas se relacionam, pois isso ird ampliar e consolidar o uso em diferentes contextos sociais e
matematicos. Essa relacdo sera percebida ao apresentarmos a definicéo de divisibilidade.

Segundo [3] a multiplicacdo esta relacionada a ideia de adicdo de parcelas iguais,
formacéo retangular e proporgdo, enquanto as ideias de distribuicdo equitativa (reparticdo em
partes iguais) ou de medida (quantas vezes uma quantidade cabe em outra) estdo relacionadas
a divisdo. Para melhor exemplificar a identificacdo das ideias de multiplicacdo e divisdo,
citaremos dois problemas.

Problema 1. Numa competi¢do de kart, Marcus Avido da uma volta completa na pista oval em
28 segundos, enquanto José Lindinho leva 32 segundos para completar uma volta. Quando
Marcus Avido completar a volta niimero 40, José Lindinho estara completando qual volta?*

Para chegarmos a solucéo desse problema devemos saber quanto tempo Marcus Avido

gastou até o término da volta 40, ou seja, a ideia de adicdo de parcelas iguais:
28 4+ 28 + --- 4+ 28 =40 x 28 = 1.120 segundos

40 vezes

Sabendo o resultado do produto e sabendo que José Lindinho completa uma volta em

32 segundos, veremos gquantas vezes 32 segundos cabe em 1.120 segundos, ou seja:
1.120+32=35
Logo, quando Marcus Avido estiver completando a volta 40, José Lindinho completara
a volta 35.
Problema 2. Um paciente necessita de reidratacdo endovenosa feita por meio de cinco frascos
de soro durante 24h. Cada frasco tem um volume de 800ml de soro. Nas primeiras quatro horas,

deveréd receber 40% do total a ser aplicado. Cada mililitro de soro corresponde a 12 gotas. Qual

! VUNESP-2002
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0 numero de gotas por minuto que o paciente devera receber ap6s as quatro primeiras horas
sera??

Como sdo 5 frascos de 800ml, temos um total de 5 x 800 = 4.000ml.

Sabemos que 1ml correspondem a 12 gostas. Logo, 4.000ml correspondem a 4.000 x 12
= 48.000 gotas.

Nas primeiras 4 horas o paciente devera receber 40% do total, ou seja, 40% x 48.000 =
19.200 gotas.

Do total sobram 48.000 — 19.200 = 28.800 gotas a serem aplicadas durante as 20 horas
restantes do dia. Cada hora tem 60 minutos. 20 horas, portanto, correspondem a 20 x 60 = 1.200
minutos.

Ou seja, restam 28.800 gotas para serem aplicadas ao longo de 1.200 minutos. Isso da
um total de 28.800 + 1.200 = 24 gotas por minuto.

Esses tipos de problemas exemplificam a necessidade de privilegiar atividades que
possibilitem ao aluno ampliar a compreensao do significado das operages, ou seja, atividades

que permitam reconhecer relagdes entre os significados e as diferentes operagdes.

3 CIRCUNSTANCIAS DO MMC E MDC

No Ensino Fundamental é objetivo do professor conduzir o aluno a reconhecer e
distinguir nameros primos de nUmeros compostos e escrever nimeros compostos como
decomposicéo de fatores primos, pois a decomposicao sera muito Gtil na obtencdo do Minimo
Multiplo Comum e Maximo Divisor Comum entre dois nimeros. Mais do que calcular o MMC
e 0 MDC é necessario ao aluno reconhecer nas situa¢es-problema qual o método ele ira utilizar
para solucionar o problema. Assim, utilizaremos trés problemas para exemplificar quais ideias
devem ser compreendidas para 0 uso do MMC ou do MDC nas resolucdes.

Problema 3. Rui e Roberto fazem a segurancga noturna de uma empresa e devem acionar 0
reldgio de controle ao final de cada ronda, que tem percursos diferentes para cada um. A ronda
de Rui dura 30 minutos e a de Roberto, 40 minutos. Se eles acionarem simultaneamente o
relogio de controle as 23h45min, entdo um novo acionamento simultaneo s6 devera se repetir

que horas?

2 ENEM-2016
3 VUNESP-2005
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Para [3] um numero natural serd multiplo de outro se for o resultado da multiplicacéo
desse numero por algum numero natural. Quando temos 2 nimeros x e y, e listamos os multiplos
de cada um deles que séo infinitos, podemos ter maltiplos em comum entre os dois. Justamente
essa ideia de “encontro” ou “proéximo encontro” serd utilizada para solucionar os problemas 3
ed.

Iniciamos indicando o conjunto dos multiplos de 30 e 40:

m(30) = {0, 30, 60, 90, 120, 150, 180, 210, 240, ...}

m(40) = {0, 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, 320, ...}

Assim, visualizamos que o menor multiplo de 30 minutos e 40 minutos é igual a 120

minutos que € igual a 2 horas. Como Rui e Roberto acionaram os reldgios as 23h45min, entéo
0 proximo acionamento sera: 23h45min + 2h = 1h45min.
Problema 4. Sob a orientagdo de um mestre de obras, Jodo e Pedro trabalharam na reforma de
um edificio. Jodo efetuou reparos na parte hidraulica nos andares 1, 3, 5, 7, e assim
sucessivamente, de dois em dois andares. Pedro trabalhou na parte elétrica nos andares 1, 4, 7,
10, e assim sucessivamente, de trés em trés andares. Coincidentemente, terminaram seus
trabalhos no ultimo andar. Na conclusdo da reforma, o mestre de obras informou, em seu
relatério, o nimero de andares do edificio. Sabe-se que, ao longo da execucdo da obra, em
exatamente 20 andares, foram realizados reparos nas partes hidraulicas e elétricas por Jodo e
Pedro. Qual é o nimero de andares desse edificio?*

Notamos que Jodo avanca de dois em dois andares. J& Pedro avanca de trés em trés
andares. Ao encontrarmos o MMC (2,3) = 6, concluimos que a cada 6 andares eles se
encontram. A primeira vez que eles se encontram € no primeiro andar. Depois disso, eles ainda
vao se encontrar 19 vezes até o vigésimo encontro. Portanto, serdo necessarios 1 + 19 x 6 =1
+ 114 =115 andares para possibilitar os 20 encontros. Logo, 0 numero de andares desse edificio
¢ 115. Assim, podemos perceber mais uma vez a ideia de ‘“encontro” remeter ao Minimo
Multiplo Comum como principio pra solucdo da questéo.

Problema 5. O gerente de um cinema fornece anualmente ingressos gratuitos para escolas. Este
ano serdo distribuidos 400 ingressos para uma sessao vespertina e 320 ingressos para uma
sessdo noturna de um mesmo filme. Varias escolas podem ser escolhidas para receberem
ingressos. Ha alguns critérios para a distribui¢do dos ingressos:

1) cada escola devera receber ingressos para uma Unica sessao;

2) todas as escolas contempladas deverdo receber o mesmo ndmero de ingressos;

4 ENEM-2016
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3) ndo havera sobra de ingressos (ou seja, todos 0s ingressos serdo distribuidos).

Qual o numero minimo de escolas que podem ser escolhidas para obter ingressos,
segundo os critérios estabelecidos?®

Num problema cujo contetdo é o MDC, é importante evidenciar aos alunos o
surgimento de alguns critérios exigidos. A principio, fala-se de uma “uniformidade” (no texto
isto surge quando se diz que sdo 0s mesmos nimeros de ingressos para as escolas contempladas)
e sempre ha uma ideia de “divisdo exata”, ou seja, todos os ingressos serao distribuidos. Para
sabermos o numero minimo de escolas, precisamos saber a quantidade maxima de ingressos
que cada escola podera receber, ou seja, usaremos o0 maior divisor comum dos ingressos.

Iniciamos indicando o conjunto dos divisores de 320 e 400:

D (320) ={1, 2, 4,5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 160, 320}

D (400) = {1, 2, 4,5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 200, 400}

Note que os nameros 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40 e 80 sdo divisores de 320 e 400, ou
seja, eles sdo divisores comuns. Como precisamos saber a quantidade maxima de ingressos, ou
seja, 0 maximo divisor comum de 320 e 400 que ¢é 80. Logo, 80 é numero maximo que cada
escola deveré receber.

Para sabermos 0 nimero minimo de escolas, precisamos efetuar a divisdo do nimero de
ingressos de cada sessdo pelo niUmero maximo de ingressos que cada escola deve receber, ou
seja, 400 +80 =5 e 320 + 80 = 4. Logo, 0 nimero minimo de escolas que podem ser escolhidas
sera 5 + 4 = 9 escolas.

Mais uma vez verificamos a necessidade de privilegiar atividades que possibilitem ao
aluno ampliar a compreensédo dos significados, ou seja, atividades que permitam reconhecer

relacdes entre as ideias dos textos e as diferentes estratégias de solucdes.

> ENEM-2015
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4 DIVISIBILIDADE

A Teoria dos Numeros € a area da matematica responsavel por estudar as propriedades

dos numeros inteiros, assim como suas implicacfes. Muitas proposicdes e teoremas

fundamentais precisam das propriedades de divisibilidade para poderem ser demonstrados.

Utilizaremos, usualmente, N e Z para representar respectivamente 0s conjuntos dos

ndmeros naturais e inteiros.

Notacéao:
1. Denotamos por Z" ={z € Z,z # 0}, que denominamos como conjunto dos nimeros
inteiros ndo nulos.
2. Denotamos por Z+ ={z € Z,z = 0}, que denominamos como conjunto dos numeros
inteiros ndo negativos.
3. Denotamos por Z- ={z € Z,z < 0}, que denominamos como conjunto dos ndmeros

inteiros ndo positivos.

Definicdo 1: Dados os nimeros inteiros a e b definimos a operacdo multiplicacdo como

1.

2.

3.

se a,b € Z+é uma multiplicacdo de nimerostalquea-b =a+a+ - + a.
~—_—_—_———— -
b parcelas

sea €Z_eb € Z+definimosa-b=a+a+ -+ a.

b parcelas

sea €Z-eb e Z definimosa-b=(—a)- (—b).

Definicédo 2: Sejam a e b dois inteiros, com a # 0. Diz-se que a divide b se, e somente se, existe

um inteiroqtalqueb=a-q

Ainda podemos dizer:

v' a é um divisor ou fator de b

v' b é um mdltiplo de a

v b é divisivel por a

Observe que a notacéo ajb ndo representa nenhuma operacdo em Z, nem representa uma

fracdo. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe um numero ¢ inteiro tal que

b=a-q.

A negacdo dessa sentenca é representada por a t b, leem-se (a ndo divide b), significando

que ndo existe nenhum ndmero inteiro g tal queb=a- q.
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Proposicao 1: Se a|b, entdo —alb.
Demonstracéo:
Pela definicéo (2),
Sea|b,existec € Ztalqueb=a -c.Comoa-c=(—a) - (—c). Temos b = (—a) - (—c). Logo,
—alb.
Exemplo 1:
2|10, pois 10 = 2-5
-3|18, pois 18 = (-3)-(-6)
7|-14, pois —14 = 7-(-2)
3t10,poisAq€EZ;10=3q
Teorema 1: Quaisquer que sejam os inteiros a, b e ¢, tem-se:
1)al0coma#0, llaeajacoma#0
2)Seall,entdoa=+1
3) Se a|b e se cl|d, entdo ac|bd
4) Se a|b e se b|c, entdo alc
5) Se alb e se bja, entdo a=+b
6) Sealb,comb = 0,entdo |a| < |b|
7) Se alb e se a|c, entdo a|(bx £ cy), V X,y € Z
Os teoremas 1, 5, 6 e 7 tém suas demonstragdes conforme [4].
Demonstracéao:
1) Pela definigéo (2):
a. Seal0,existeq; € Ztalque 0= a-q;,daig; =0,0useja,0=a-0;
b. Se1lj|a,existeq, € Ztalquea=1-q,,daig,=a,ouseja,a=1-a;

C. Seala,existeq; € Ztalquea=a-q3,daigz=1,0useja,a=a-1.

2) Se a|1, entdo existe um q € Z tal que 1 = a - q implicando nas seguintes possibilidades:

a=1leq=1oua=—1eq=—1.Logoa=+1.

3) Se a|b e se c|d, entdo pela definicdo de divisibilidade existem os inteiros q; e g, tais que:

b=a-qq,cO0mgq, €Z. 1)

d =c-q,, comgq, € Z. (2)
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Multiplicando membro a membro (1) e (2), tem-se

bd = (a-c)(q1-q92) = ac|bd.

4) Se a|b e se b|c, entdo pela defini¢do de divisibilidade existem os inteiros q, e g, tais que:

b=a-qq,cO0mgq, €Z. 3)

c=b-q,,cO0Mmgq, €Z. 4)

Multiplicando membro a membro (3) e (4), tem-se

bc = (a-b)(q1-92) = cla(q1-q2)

= alc.

5) Se a|b e se b|a, entdo pela definicdo de divisibilidade existem os inteiros g, € g, tais que:

b=a-q,,co0mq, €Z. 5)
a=Db-q,,comgq, € Z. (6)

Substituindo (5) em (6),

a =a(q1-92) = q1-92 = 1= q;|1.

Pelo item 2 do Teorema 1 implica que g; = +1. Logo, a = +b.

6) Se a|b com b # 0, entdo por definigdo existe q € Z tal que b = a-q, aplicando 0 mddulo

em ambos 0os membros e utilizando as propriedades basicas de mddulo, temos que:

|b| = la-q| = |al-|q| (")
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Com a # 0, por definicdo e por hipotese temos que b # 0. Como q # 0, entdo

1 <|q|, dai multiplicando por |a]|, tem-se

la] < Iq|-]al. (8)

Logo de (7) e (8) obtemos que:

la|] < |b].

7) Se a|b e se a|c, entdo pela defini¢do de divisibilidade existem os inteiros q; € g, tais que:

b =a-qq,co0mgq,; €Z. 9)

c=a-q, comgq, €Z. (10)

Portanto, quaisquer que sejam os inteiros x e y, multiplicando (9) por x e (10) por y e subtraindo

membro a membro, obtemos:

bx —cy =aqix —aqyy = a(q1x — q2y)

entdo a|(bx — cy), para todo x e y inteiros. A adicdo é feita de forma analoga. Portanto,
a|(bx £+ cy). C.Q.D.

Faremos a verificacdo que a relacdo de divisibilidade em Z ndo é uma relacdo de
equivaléncia. Apesar da divisibilidade em Z ser reflexiva e transitiva respectivamente pelos
itens (1.c) e (4), ela ndo € simétrica.

Definicdo 3: Uma relacdo binaria R num conjunto A € qualquer subconjunto do produto
cartesiano AxXA.
Notacdo: Se R é uma relacdo binariaem A e se (a, b) € R, escrevemos aRb, isto €,

(a,b) ER & aRb.
Definicdo 4: Uma relacdo R em A diz-se relacdo de equivaléncia se possuir as seguintes
propriedades:

1. reflexiva: aRa, paratodo a € A,
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2. simétrica: se a,b € A e aRb, entdo bRa;
3. transitiva: paraa,b,c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.
Vamos mostrar em seguida que a divisibilidade em Z n&o € uma relagao de equivaléncia.
De fato:
1. Vale areflexiva: paratodo a € Z, a = ac com ¢ = 1 € Z, portanto aRa.
2. Naovaleasimétrica: Sea,b € Ze a|b,temosque, b = a- ¢;,com ¢, € Z. Se b dividisse
a, teriamos a = b-c,,cOMc, EZeassima=a-c;-c; >a=ac=>c=cy C; =1,
0 que significa que ¢; = ¢, =1 0u c¢; = ¢, = —1. Assim, podemos concluir que sO
vale a simétrica quando a = b ou a = —b. Portanto, ndo vale a simétrica para quaisquer
a,b € Z onde a|b.
3. Vale a transitiva: Se a,b,d € Z, alb e b|d, temos que b =a-c; € d = b- c,, com
c1,¢3 EZ.Logo,d =a-cy-c, =d =a c,comcyc, = ¢ € Z. Portanto, ald.
Exemplo 2: 2|10 e 1042, aqui verificamos um contraexemplo da simétrica na relagdo de
divisibilidade em Z.

2|10, pois 10 =2-5, mas 10+2 poisAq€Z;2=10-q.

Além do teorema anterior, iremos apresentar outros dois teoremas que se utilizam dos
mesmos artificios para suas demonstracdes e sdo bastante utilizados em resolugdes de questdes.
Teorema 2: Sejam a, b e c inteiros. Se a|b, entdo a|bc.

Prova: Se a|b, entdo por definicdo existe o inteiro q tal que:

b=a-q (11)

comgq € Z.

Multiplicando ¢ em ambos os membros de (1), teremos:

bc = a(cq).
Fazendo cq = q,, temos que bc = a- q,. Portanto, a|bc.
Teorema 3: Sejam a, b e c inteiros. Se a|b e se a|c, entdo a?|bc.

Prova: Se a|b e se a|c, entdo por definicdo existem os inteiros q; e g, tais que:

b=aqec=a-q, (12)
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com g, € q, € Z.
Multiplicando membro a membro (2), teremos:

bc = aa(q192).

Portanto, bc = a?-(q,q,). Logo, a?|bc.

5 CONJUNTO DOS DIVISORES DE UM INTEIRO

O conjunto de todos os divisores de um inteiro qualquer a indica-se por D(a), ou seja:
D(a) = {x € Z*; x|a}
onde Z" denota o conjunto dos inteiros ndo nulos (# 0).
Exemplo 2:
D0)={xeZ";x|0}=7Z"
D@) = {x € Z'; x|3} = {+1, %3}
D(8)={x€Z";x|8}={+1,+2,+4,18}
D(a) = D(-a).
Qualquer que seja o inteiro a # 0, se x|a, entdo —a < x < a = D(a) c [—a,a] e isto
significa que qualquer inteiro a # 0 tem um namero finito de divisores.
Como a possui um numero finito de divisores, podemos encontrar todos os divisores naturais
de a. A primeira afirmacéo estd enunciada na seguinte proposicao.
Proposicao 2: Se d e n sdo numeros inteiros tal que djn e n # 0, entdo |d| < |n|.
Demonstracédo: Da defini¢do (2) temos que existe q inteiro tal que n = d-q. Comon # 0

devemos ter |q| = |1]| e pela monotonia da relagdo de ordem, obtemos que |n| = |d-q| = |d|.m

5.1 DIVISORES COMUNS DE DOIS INTEIROS

Definicdo 5. Chama-se divisor comum de dois inteiros a e b todo inteiro d # 0 tal que dla e d|b.
Iremos denotar o conjunto D(a,b) = {x € Z*; xjJae x|b}={x € Z*; x e D(a) ex € D(b)}.
NOTA.D(a,b) =D(a) N D(b).
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A intersecdo (N) € uma operacdo comutativa, de modo que D(a,b) ndo depende da ordem dos
inteiros dados a e b, ou seja, D(a,b) = D(b,a).
Obs.: D(a,b) # @; D(0,0) = Z*.
Exemplo 3: Sejam os inteiros a = 18 e b = 20. Temos:
D(18) ={#1,£2,£3,46,49, 118}
D(20) ={£1,£2,+4,%5,%+10, £20}
Assim:
D(18,20) = D(18) N D(20) = {+1, +2}

6 PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO

Definicdo 6: Seja A um conjunto de inteiros. Chama-se elemento minimo de A um elemento
a € A tal que a < x para todo X € A.
O minimo de A é indicado pela notagdo minA.
Teorema 4 (Principio da Boa Ordem para Z): Todo conjunto ndo vazio A de inteiros ndo
negativos possui o elemento minimo.
(VAC Z+yA# @)= I minA
Demonstracédo: Veja [5].
Teorema 5 (Algoritmo da Divisdo): Se a e b sdo dois inteiros, com b > 0, ent&o existem e sdo
anicos os inteiros g e r que satisfazem as condi¢des: a=bq+re 0 <r<b.
Demonstracao:
Existéncia
Seja S o conjunto de todos os inteiros ndo-negativos que sdo da forma a — bx, com x € Z, isto
é:
S={a-bx;x€eZ,a—bx>0}

Este conjunto S ndo é vazio (S # @), porque, sendo b > 0, temos b > 1 e, portanto, para x =—|a|,
resulta:

a—-bx=a+bla|>a+|a|>0

Assim sendo, pelo Principio da boa ordenacao, existe o elemento minimo r de S tal que
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O<rer=a-bqoua=bg+r,comqeZ
Além disso, temos r < b, pois, se fosse r > b, teriamos:
0<r-b=a-bg-b=a-b(g+1)<r
isto €, r ndo seria 0 elemento minimo de S.
Unicidade
Para demonstrar a unicidade de g e r, suponhamos que existem dois outros inteiros gz e ry tais
que
a=bgqi+rie0<r<b
Entdo, teremos:
bgi+ri=bg+r=>r-r=b(q-q)=Db|(rL-7)
por outro lado, temos:
-b<r-ri<b,
isto é
[ri—r|<b
Assim, b|(ri—r)e|ri—r|<be, portanto: r1 —r=0, ¢ como b # 0, também temos q — ql # 0.
Logo,rn=reqi=q. =
Corolario 1 (Algoritmo da Divisdo): Se a e b sdo dois inteiros com b # 0, existem e sdo Ginicos
0s inteiros q e r que satisfazem as condicdes: a=bq+r,0<r<|b|
Demonstracao:

De fato, se b > 0, nada h& que demonstrar, e se b <0, entdo | b | > 0, e por conseguinte existem

e sao Unicos os inteiros s e r tais que
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a=|blgl+re0<r<|b]|

ou seja, por ser | b |=-b:

a=b(-q1)+re0<r<|b|

Logo, existem e sdo Unicos 0s inteiros g = - gz e r tais que

a=bg+re0<r<|b|. m

NOTA. Os inteiros a, b, g e r s&o denominados respectivamente o dividendo, o divisor, o
quociente e o resto na divisao de a por b.

Agora, veremos alguns exemplos para melhor assimilar o teorema mencionado.
Exemplo 4: Determine o quociente g e o resto r na divisao de a = 55 por b =—13 que satisfazem

as condi¢des do algoritmo da diviséo.

Solucéo: Realizando a divisdo usual dos valores absolutos de a e b, teremos:
55=13-4+3 = 55=(-13) - (-4) + 3,

onde 0 <3 <|-13|. Logo, o quocienteq=—-4eorestor=3.
Exemplo 5: Determine o resto da divisdo de a =—-90 e b = —11 que satisfazem as condic¢des do

algoritmo da diviséo.

Solucgéo: Realizando a diviséo usual dos valores absolutos de a e b, teremos:
90=11-8+2=-90=-11-8-2
=-11-8-11+11-2

=-11-9+09.

Logo, 0 quociente g =9 e o resto r = 9 satisfaz as condic¢des do teorema.
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7 CONJUNTO DOS MULTIPLOS DE UM INTEIRO

Definicdo 7: O conjunto de todos os multiplos de um inteiro qualquer a # 0 ¢ indicado por
M(a), ou seja: M(a) ={x€ Z; a)x} ={aq; g€ Z }
Assim, por exemplo:
M(-1)=M(1)=Z
MQ2)={2q;q€ Z}={0,2,4,6,8,..}
M) = {5q; q € Z } = {0, 5, 10, 15, 20, ..}
Para todo inteiro a # 0, se tem M(a) = M(-a).
Pela definicédo (4) temos,
M(a)={ag;q€Z}
M(-a) ={-aq; g€ Z }.
O ndmero a possui infinitos maltiplos, porém o zero € uma excecdo. O zero € o Unico multiplo

de zero, pois qualquer nimero inteiro multiplicado por zero € igual a zero.

7.1 MULTIPLOS COMUNS DE DOIS INTEIROS

Definicdo 8: Sejam a e b dois inteiros diferentes de zero (a # 0 e b # 0). Chama-se mdltiplo
comum de a e b todo inteiro x tal que alx e b|x. Ou seja, multiplo comum de a e b é todo inteiro
que pertence concomitantemente aos conjuntos M(a) e M(b).

O conjunto de todos os maltiplos comuns de a e b indica-se pela notacdo M(a,b).

M(a,b) ={x € Z; alxe bjx} ={x € Z; x € M(a) e x € M(b)}

Portanto, M(a,b) = M(a) n M(b)

A intersecdo (N) € uma operagdo comutativa, de modo que M(a,b) ndo depende da ordem dos
inteiros dados a e b, ou seja, M(a,b) = M(b,a).

Exemplo 6: Sejam os inteirosa=8e b =-12. Temos:

M(8) = {8q|q € Z} = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 72, 80, 88, 96, ...}
M(-12) = {-12q|q € Z} = {0, 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, ...}
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Assim:
M(8,-12) = M(8) n M(-12) = {0, 24, 48, 72, 84, 96, ...}

8 MDC DE DOIS INTEIROS

Definicdo 9: Sejam a e b inteiros diferentes de zero. O maximo divisor comum, entreae b é 0
mesmo d que satisfaz as seguintes condigdes:
(1) d é um divisor comum de a e b, isto ¢, dja e d|b;
(2) d é o maior inteiro positivo com a propriedade (1), isto &, se cla e se c|b, entdo c|d.
O maximo divisor comum de a e b indica-se pela notacdo mdc(a,b).
Teorema 6: Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0). Um inteiro
positivo d (d > 0) é o mdc(a,b) se e somente se satisfaz as condices:
(1)d|aed]|b
(2)sec|aesec|b,entéoc|d
Demonstracao:
(=) Suponhamos que o0 mdc (a,b) = d. Entdo, d|a e d|b, isto €, a condicdo (1) é satisfeita. Por
outra parte, existem inteiros x e y tais que ax + by = d e, portanto, se c|a e se c|b, entdo c|(ax +

by) e c|d, isto é, a condicdo (2) também ¢é satisfeita.

(<) Reciprocamente, seja d um inteiro positivo qualquer que satisfaz as condicfes (1) e (2).
Entdo, pela condicdo (2), todo divisor comum c de a e b também é divisor de d, isto é, c|d, e
isto implica ¢ < d. Logo, d ¢ o mdc(a,b). m
Observe que mdc(a,b) = mdc(b,a), alem disso:
I. O mdc(0,0) ndo existe
II. Omdc(al)=1
I1l.  Sea#0,entdo mde(a,0) =|a|
IV. Sealb, entdo mdc(a,b) =|a|
Exemplo 7: mdc(-5,1) =1, mdc(-8,0) =|-8|=8
Exemplo 8:a=48,b=72
D(48)={1, 2, 3,4, 6, 8,12, 16, 24, 48}
D(72)={1,2,3,4,6,8,9,12, 18, 24, 36, 72}
D(48) N D(72) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} = mdc(48,72) = 24
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Defini¢do 10: Quando o MDC entre dois nimeros for igual a 1 diremos que esses nimeros séo
coprimos ou primos entre si, isto €, mdc(a,b) = 1. Assim, 8 e 15 sdo primos entre si. Para mais

detalhes veja [6].

8.1 MDC DE VARIOS INTEIROS

Teorema 7: mdc(a,b,c) = mdc(mdc(a,b),c)

Demonstracao:

Com efeito, seja mdc(a,b,c) = d e mdc(a,b) = e. Entéo, da, d|b e d|c, e como existem inteiros x
e y tais que ax + by = e, segue-se que d|(ax + by) ou dle, isto &, d & um divisor comum de e e
c(dle e d|c).

Por outra lado, se f € um divisor comum qualquer de e e c(fle e f|c), entdo fla, f|b e f|c, o que
implica f <d.

Assim sendo, o mdc(e,c) = d, isto €, 0o mdc(mdc(a,b),c) = mdc(a,b,c). m

9 MMC DE DOIS INTEIROS

Definicdo 11: Sejam a ¢ b dois inteiros diferentes de zero (a # 0 ¢ b # 0). Chama-se minimo
multiplo comum de a e b o inteiro positivo m (m > 0) que satisfaz as condicoes:
(1) ajm e bjm
(2) se alc e se blc, com ¢ >0, entdo m <c.
Observe-se que, pela condicdo (1), m € um multiplo comum de a e b, e pela condicéo (2), m é
0 menor dentre todos os multiplos comuns positivos de a e b.
O minimo maltiplo comum de a e b indica-se pela notagdo mmc(a,b).
Pelo Principio da boa ordenacéo, o conjunto dos multiplos comuns positivos de ae b
possui 0 elemento minimo e, portanto, 0 mmc(a,b) existe sempre e é Gnico. Ademais, por ser o
produto ab um multiplo comum de a e b, segue-se que o mmc(a,b) <|ab |.
Em particular, se ajb, entdo o mmc(a,b) =| b |.
Exemplo 9:
m.(4) = {4, 8, 12, 16, 20, 24, ...}
m.(6) = {6, 12, 18, 24, 30, ...}
m.(4) N m.(6) = {12, 24, ...} = mmc(4,6) = 12
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9.1 MMC DE VARIOS INTEIROS

Assim como podemos calcular o MDC de varios numeros, podemos estender também a
nocdo de MMC para varios numeros, como faremos a seguir. No caso de trés inteiros a, b e c,
diferentes de zero, 0 mmc(a,b) € o inteiro positivo m (m > 0) que satisfaz as condicdes:
(1) ajm, bjme cjm

(2) se ale, se ble e se cle, com e >0, entdo m <e.

10 RELACAO ENTRE O MDC E O MMC

Teorema 8: Para todo par de inteiros positivos a e b subsiste a relagéo:
mdc(a,b) - mmc(a,b) = | ab |
Demonstracao:
Seja mdc(a,b) = d e mmc(a,b) = m. Como ala(b/d) e blb(a/d), segue-se que ab/d é um mdltiplo
comum de a e b. Portanto, existe um inteiro positivo k tal que
ab/d=mk, ke N
0 que implica:

a/d = (m/b)k e b/d = (m/a)k

isto é, k é um divisor comum dos inteiros a/d e b/d. Mas, a/d e b/d sdo primos entre si, de modo

que k = 1. Assim sendo, temos:

ab/d =m ou ab =dm

isto é:

ab = mdc(a,b) - mmc(a,b) m
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Com essa relagcdo podemos determinar o mmc de dois inteiros quando se conhece o seu
mdc, e vice-versa.
Exemplo 10: Sabendo que o produto entre dois nimeros inteiros positivos é igual 15000 e o
méaximo divisor comum entre eles é 30. Qual o minimo multiplo comum desses dois nimeros?
Solucdo: Pelo teorema (5) temos que: mdc(a,b) - mmc(a,b) = ab. Substituindo os dados
informados no enunciado da questdo, temos que:

30 - mmc(a,b) = 15000 = mmc(a,b) = 15000/30 = 500

Coroléario 2: Para todo par de inteiros positivos a e b, 0 mmc(a,b) = ab se, e somente se, 0
mdc(a,b) =1
Demonstracéao:

(=) Se 0 mdc(a,b) = 1, ento:
ab =1 - mmc(a,b) = mmc(a,b)
(<) Reciprocamente, se 0 mmc(a,b) = ab, entéo:

mdc(a,b) - ab=ab = mdc(a,b) = 1m

11 APLICACOES DOS MULTIPLO E DOS DIVISORES

De posse do conhecimento de algumas defini¢BGes, teoremas e corolarios, agora

apresentaremos algumas aplica¢6es dos maltiplos e divisores.

Problema 6: Sendo a um inteiro qualquer, mostrar que 2ja(a + 1).
Solugdo: Sea € Z, entdo a = 2k ou a = 2k + 1.

() a=2k=a(a+1)=2k(2k+1) =29 = 2Ja(a + 1).
q
(Ma=2k+1=a@+1)=(2k+1)(2k+1+1)=(2k + 1)(2k + 2) =2-(2k+ 1) (k+ 1) = 2q
q

= 2|a(a+1).
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Problema 7: Sendo a um inteiro qualquer, mostrar que 3Ja(a + 1)(a + 2).
Solucdo: Sea€eZ,entdoa=3k;a=3k+1oua=3k+2.
. a=3k=al@a+1)(a+2)=3kBk+1)Bk+2)=3q=3a(a+1)(a+?2).
q
ii. a=3k+1l=a(@+1)(a+2)=CBk+1)Bk+1+1)(Bk+1+2)=3k+1)3k+2)3k+
3)=3Bk+1)(Bk+2)(k+1)=3q=3a@+1)(a+2).
q
iii. a=3k+2=a(@+1)(a+2)=CBk+2)3k+2+1)3Bk+2+2)=3k+2)(3k+3)(3Kk +
4)=3.3k+2)(k+1)(3k+4) =3q = 3Ja(a+ 1)(a + 2).
q

Assim, qualquer que seja a, 3ja(a + 1)(a + 2).

Problema 8: Demonstrar que 30|(n° — n).

Solugdo: Note que 30 =2 - 3 - 5. Logo, se provarmos que 2, 3 e 5 dividem (n® - n), 0 30 também
o dividira.

n°—n=n(n*-1)=n(n?>-1)(n*>+ 1) =n(n + 1)(n — 1)(n?> + 1).

Caso (1): Conforme o problema 6, n(n + 1) € multiplo de 2, ou seja, 2|n(n + 1).

Assim, n(n + 1)(n — 1)(n? + 1) é maltiplo de 2.

Caso (2): Seja(n—1)=(n-3+2).

Fazendo n—3=n’, temos (n — 3 + 2) =n’ + 2, ou seja, conforme o problema 7, n(n + 1)(n — 1)
é multiplo de 3. Ou invertendo a ordem temos: (n — 1)n(n + 1) que é o produto de trés nimeros
consecutivos.

Assim, n(n + 1)(n - 1)(n? + 1) é maltiplo de 3.

Caso (3): Devemos provar que n(n + 1)(n — 1)(n? + 1) é divisivel por 5.
Sene€Zentdon=5k;n=5k+1;n=5k+2;n=5k+30un=>5k+4.

i. n=5k=n(n+1)(n-1)(n>+1)=5k(5k+1)(5k-1)[(5k)?+1]=5q=
q

5/ n(n + 1)(n — 1)(n? + 1).

ii. n=5k+1=n(n+1)(n-1)(n*+1)=5k(5k+1) (5k+2)[(5k+1)?+1] =5q =
q

5|n(n+1)(n—1)(n>+ 1).
iii. n=5k+2=nMn+1)(n-1)(n>+1) =Bk + 1)k + 2)(5k + 3)[(5k+2)% +1] =
5-5k2+54k +5

5-(5k + 1)(5k + 2)(5k + 3)(5k? + 4k + 1) =50 = 5| n(n + 1)(n — 1)(n? + 1).
a




29

iv. n=5k+3>=n(n+1)(n-1)(n°+1) =5k + 2)(5k + 3)(Bk + 4)[(5k+3)2+1] =
5-(5k + 2)(5k + 3) (5k + 4) (5k? + 6k + 2) =50 = 5| n(n + 1)(n — 1)(n? + 1).
q
V. n=5k+4=nn+1n-1)(n*+1) =5k +3)5k + 4Gk + 5)[(5k + 4)2 + 1] =

5-(5k + 1)(5k + 3) (5k + 4)[(5k + 4)? + 1] =50 = 5| n(n + 1)(n — 1)(n? + 1).
q

Assim, qualquer que seja n, 5|n(n + 1)(n — 1)(n? + 1).
Pelos casos (1), (2) e (3). Logo, 30|(n° - n).

Problema 9: Na divisdo do inteiro a = 427 por um inteiro positivo b 0 quociente é 12 e o resto
ér. Achar o divisorbe o restor.
Solucdo: Pelo Algoritmo da Divisao temos: 427 = 12b + .
Como 427 divido por 12 ndo é uma divisdo exata temos: 427 = 12-35+ 7, ou seja, b=35r=7
é uma das solucgoes.
Obtemos outros valores para a < 36, pois 12 - 36 = 432 > 427.
Assim,
427=12-34+19,comb=34er=19
427=12-33+31,comb=33er=31
Como 427/32 é maior que 12, as Unicas solu¢bes sdo: b=33er=31;b=34er=19;b=35¢
r="7.
A proposicdo apresentada a seguir € de grande utilidade na resolucdo de varios
problemas em Teoria dos NUmeros.
Proposicéo 3: Sejam a, b € Z e n € N. Temos que a + b divide a"+! + b2 +1,
Demonstracéo: Provaremos isto por inducdo sobre n.
i.  P(1) é verdadeira, pois a + b divide a° + b® = (a + b)(a? — ab + b?).
ii.  Vamos admitir que P(k) é verdadeira, isto é, (a + b)|(a®** + b+ 1), para algum k > 1
comk € N.
iii.  Vamos provar que P(k + 1) é verdadeira, ou seja, (a + b)| (a®** 3 + b?+3). Temos que:
a2k+3 + b2k+3 — a2a2k+1 + b2b2k+l
— a2g2k+1 (b2a2k +1 _ p2gk+ 1) 4 b2k +1

— a2k+1(a2 _ bZ) + b2(a2k+ 1 + b2k+1).
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Como (a + b)|(a®> — b?) = (a + b) (a — b) e, por hipGtese, (a + b)|(@%** + b?+ 1), decorre da
igualdade acima e do Teorema 1 item 7 que (a + b)|(@%"** + b?"+ 1),

Vamos acompanhar uma solucéo de ([7], p. 23) para solucionarmos o problema 11.

Problema 10: Mostre que 14/3*1+2 4+ 52"+1 para todo n € N.

Solucgédo: Repare que:

34n+2+52n+1:32(2n+1)+52n+1

=92n+1+52n+1

Pela proposicao anterior, temos que

(9+5)|92n+1+52n+1.

Portanto,

14|34n+2 + 52n+1.

Problema 11: Prove que 5 divide 1%° + 2% + 3% 4 4% 4 5%,
Solucado: Dividimos 1% + 2% + 3% 4+ 4% 4 5% em maltiplos de 5, assim:
i, 5=(1+4)|1%°4+4%
i, 5=(2+3)|2%+3%
iii. 5]5%
Pela generalizagdo do Teorema 1 item 7, temos que

5] (1% + 4%) + (2% + 3%) + 5%
Portanto, 5 divide 1% + 2% + 3% 4 4% 4 5%,
Problema 12: O namero 446 foi dividido em duas parcelas, tais que a maior dividida pela

menor deixa quociente 33 e resto 4. Qual a maior dessas parcelas?

Solucéo: De acordo com os dados fornecidos,
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P1+P2=446 (1)

Pelo Algoritmo da Diviséo

P1=P233 + 4 (I)

Substituindo (1) em (1)

P,-33 + 4 + P, =446 = P, = 13

Substituindo P2 na equagéo (I)

P14+ Py=446 = P, =433

Logo, a maior parcela é 433.

Agora utilizamos um exemplo préatico do Algoritmo da Divisdo na Criptografia RSA.
Seguiremos 0 passo a passo conforme ([8], p.43). Assim, realizamos a pre-codificagdo que € a
etapa que se convertem as letras em nimeros, em seguida a codificacdo de uma mensagem e

por fim a decodificagdo de uma mensagem.

12 CRIPTOGRAFIA

A criptografia € a ciéncia que estuda a forma de transmitir mensagens de forma segura,
Ou seja, apenas 0 emissor e 0 receptor sdo capazes de identificar o conteido da mensagem.
Tem-se noticia de que persas, gregos e chineses utilizavam varios métodos para ocultar
mensagens. A evolucdo da criptografia foi no sentido de ndo mais ocultar fisicamente as
mensagens, mas usar estratégias para ocultar o seu significado as pessoas que ndo fossem as
legitimas destinatarias das mesmas, de modo que pudessem ser veiculadas através de um canal
publico de comunicag&o.

Com o advento dos computadores e sua disseminagdo, houve a necessidade de buscar
uma uniformizacdo nos procedimentos. Ha varios tipos de criptografia e um dos mais usados é

0 sistema RSA, que iremos apresentar aqui.
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No RSA, a ideia basica é simples: dados dois nimeros primos p e g, 0 seu produto é um
numero n. Esse numero € a chave publica, enquanto p e g sdo as chaves privadas. Conhecidos
p e q, é relativamente facil achar n, pois basta multiplicar p por g, mas € dificil achar pe g a

partir de n, pois este precisara ser fatorado e isso pode levar muito tempo.

12.1 PRE-CODIFICACAO DE UMA MENSAGEM

A preé-codificacdo é a etapa em que se convertem as letras em ndmeros, ou seja, a
mensagem original é convertida em uma sequéncia de numeros. Na tabela abaixo temos as
letras do alfabeto e seus respectivos nimeros que os representam.

AIBI€CEDIE|FIGH|T|J|K|L

10({11]12]13|14(15[16|17|18[19[20]|21
N[O|P|IQ|R|[S|T|U|VI(W|X]|Y
23[124125)126(27(28|29]30|31(32[33|34

Tabela 1: Conversdo de letras em numeros

S NR R

Texto original: UESPI
Texto convertido em nimeros: 3014282518

O processo final da pré-codificacdo consiste em dividir em blocos o nimero produzido
ao converter o texto em numero, evitando-se que o bloco comece por 0, pois pode ocorrer
problema na decodificacdo: dado o bloco 024, por exemplo, ao decodificar pode ser que apareca
apenas 24, gerando problema para obter o texto original. Para essa divisao é necessario escolher
dois nimeros primos distintos p e g e determinar n = pg. Como exemplo vamos escolher p =3
eg=11,logon=3-11=233. Os blocos deverdo ser nimeros menores que n, portanto poderao
ser divididos da seguinte maneira: 30 — 14 — 28 — 25 — 18.

E importante ressaltar que a escolha dos blocos devem seguir a sequéncia do texto
original, pois ao inverter a sequéncia pode ocorrer a decodificacdo de uma palavra diferente da

original, por exemplo, mala e lama.

12.2 CODIFICACAO DE UMA MENSAGEM

Para o processo de codificacdo é necessario o valor de n, comn =p - ¢, e de um nimero

inteiro positivo e tal que mdc(e, (p — 1)(q—1)) =1.
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Os valores de p e g sdo mantidos em segredo, mas os valores n e e sdo divulgados, pois

sd0 0S NUmMeros necessarios para cifrar. A chave de codificacdo do sistema RSA ¢ dada pelo par

(n, €), denominado chave publica.

Seja b um bloco, entdo b é um inteiro positivo menor que n. Para determinar o bloco b

codificado, denotado por C(b), é preciso calcular o resto da divisdo de b® por n.

Como escolhemos p=3 e q=11 temos:

(P-1)-(q-1)=2-10=20.

Assim, escolhemos e = 7 para garantir o mdc(e, (p — 1)(q — 1)) = 1. Iremos fazer os

calculos para obter cada bloco codificado.
Bloco 30: Calcular o resto da divisdo de 307
por 33.

30%=27000=33-818 +6

(30%)?2 = (33 - 818 + 6)?

30°=33-q+ 62

30°=33-q+33+3

305=33-q1+3
30%-30=(33-q1+3)-30
30"=33-qgz2+90
30°=33-02+33-2+24

30" =33-qs+ 24

Logo, o bloco 30 codificado sera 24.

Bloco 14: Calcular o resto da divisdo de 14’
por 33.

143=2744=33-83+5

(14%)?2 = (33 - 83 + 5)*

145=33 .1 +5°

145=33.r+25

145.14 = (33 - 11+ 25) - 14

14" =33 -1+ 350
14"=33-r,+33-10+20
30"=33-r3+20

Logo, o bloco 14 codificado sera 20.

Bloco 28: Calcular o resto da divisdo de 287 por 33.

28% = 21952 = 33 - 665 + 7
(2832 = (33 - 665 + 7)?
286=33 - t+ 72
286=33-t+33+16
286=33-t; + 16
286.28=(33-t1+16) - 28
287 =33 - t; + 448
287=33-1,+33- 13+ 19
287 =33 -t + 19

Logo, o bloco 28 codificado sera 19.



Bloco 25: Calcular o resto da divisdo de 25’
por 33.

25% = 15625 =33 - 473 + 16
(25%)% = (33 - 473 + 16)?
25°=33.p+256
25=33.p+33-7+25
25°=33.p1+25
25%.25=(33 - p1+25) - 25
25" =33 - p2 + 625
25"=33-p,+33-18+31
25"=33-ps+31

Logo, o bloco 25 codificado sera 31.
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Bloco 18: Calcular o resto da divisdo de 18’
por 33.

18%=15832 =33 - 176 + 24
(18%)? = (33 - 176 + 24)?
18°=33-5+576
185=33-5+33-17+15
18°=33 .5, +15
18°.18 = (33 - 51 + 15) - 18
18" =33 -5, + 270
18"=33-5,+33-8+6
18"=33-53+6

Logo, o bloco 18 codificado seré 6.

Portanto, ao realizar todos os célculos, codifica-se a mensagem e obtém-se os blocos:

24-20-19-31-6.

12.3 DECODIFICACAO DE UMA MENSAGEM

Para decodificar uma mensagem é necessario conhecer dois nimeros: n e um inteiro d,

tal que o resto da divisdo dee -dpor (p—1)-(q—1)sejal,com 1 <d<(p-1)(q-1).

A chave de decodificacao é dada pelo par (n, d), o valor d € denominado chave particular

ou chave de decifragem. Sendo a um bloco da mensagem codificada, denotada por D(a) a

conclusdo do processo de decodificacdo, isto é, o bloco original, para encontrar D(a) é preciso

calcular o resto da divis&o de a‘ por n.

Seguindo nosso exemplo, temosn=33,e=7¢ (p—1)(q— 1) = 20. Efetuando a divisao

usual que satisfazem o algoritmo, deve-se escrever a seguinte igualdade:

7-d=20-m+1

14m+6m+1
d=f=2

6em+1
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O valor d é um namero inteiro, entdo é necessario que o lado direito da igualdade seja

, . . . 6 1 - . . -~
um ndmero inteiro, mas para isso % deve ser inteiro. Portanto, m = 1 satisfaz esta condigao.

Logo, d = 3.
Com o valor de d determinado, pelo Algoritmo da Divisao temos:
e Bloco 24: O resto da divisio de 24° por 33.
243 = 13824 = 33 - 418 + 30
e Bloco 20: O resto da divisao de 203 por 33.
20°=8000=33-242 + 14
e Bloco 19: O resto da divisio de 19° por 33.
193 = 6859 = 33 - 207 + 28
e Bloco 31: O resto da divisio de 313 por 33.
313=29791=33-902 + 25
e Bloco 6: O resto da divisdo de 62 por 33.
6°=216=33-6+18
Assim, ao efetuar todos os calculos tém-se os blocos decodificados: 30 — 14 — 28 — 25
—18.
Ao juntar esses blocos e obter um Unico numero “3014282518”, temos o texto original
convertido em namero, que, pela tabela de converséo, corresponde a palavra UESPI.
Para nimeros primos pequenos facilmente realizamos os calculos, porém para numeros

primos grandes isso sera uma tarefa impossivel de realizar sem ajuda de um computador.
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13 CONSIDERACOES FINAIS

Os objetivos principais deste trabalho foram: propiciar aos alunos do Ensino Médio uma
abordagem mais especifica e préatica da relacdo fundamental da divisdo partindo dos multiplos
e divisores, ou seja, ser multiplo de € o mesmo que ser divisivel por. Bem como, mostrar que
contetdos matematicos aparentemente indteis podem vir a ter uma utilidade no nosso dia a dia.
Esse mesmo exemplo podera ser utilizado para fazer uma revisdo de contetudos abordados no

Ensino Fundamental, por exemplo, potenciacdo e MDC.

A BNCC da érea de Matemética e suas Tecnologias propde a consolidagdo, a
ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no
Ensino Fundamental. Para tanto, propde colocar em jogo, de modo mais inter-
relacionado, 0s conhecimentos ja explorados na etapa anterior, a fim de possibilitar
que o0s estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na
perspectiva de sua aplicacdo a realidade. ([2], p. 529)

Assim, devemos possibilitar aos alunos a retomada dos maltiplos e divisores no Ensino
Médio como um importante aliado na resolucéo de célculos mais complexos e o seu papel em

situacOes cotidianas, por exemplo, a Criptografia RSA.
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