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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta didatico-pedagogica para o ensino de Geometria
Analitica para o 3° ano do Ensino Medio, em conformidade com as diretrizes da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018), com foco na utilizacdo da abordagem
vetorial como ferramenta metodoldgica. Ao longo do texto, serdo exploradas definicoes,
propriedades e demonstraces que embasam o contetdo abordado, com especial atengao
a precisao conceitual e ao rigor matematico. Entre os temas abordados estdo o estudo de
triangulos, a analise de retas no plano cartesiano e a determinacdo de pontos de
interseccéo, utilizando ferramentas que possibilitam tanto a verificacdo de alinhamento e
paralelismo quanto a discusséo do posicionamento relativo de retas no plano cartesiano.
Também serdo apresentadas e comparadas duas abordagens de resolucédo de problemas:
0 método tradicional, baseado na manipulacdo algébrica de equacdes e coordenadas
cartesianas, e 0 método vetorial, baseado em operacGes e propriedades de vetores.
Como parte integrante da proposta, um e-book serd apresentado como recurso
educacional, reunindo conceitos, demonstracdes e exemplos resolvidos para oferecer um
recurso acessivel e estruturado para o ensino e aprendizagem de Geometria Analitica no

ensino medio sob uma perspectiva vetorial.

Palavras-chave: geometria analitica; abordagem vetorial; ensino médio, e-book.



ABSTRACT

This paper presents a didactic-pedagogical proposal for teaching Analytical Geometry in
the third year of high school, in accordance with the guidelines of the National Common
Curricular Base (BNCC, 2018), focusing on the use of the vector approach as a
methodological tool. Throughout the text, definitions, properties, and demonstrations that
support the content covered will be explored, with special attention to conceptual
precision and mathematical rigor. Among the topics covered are the study of triangles,
the analysis of lines in the Cartesian plane, and the determination of intersection points,
using tools that enable both the verification of alignment and parallelism and the
discussion of the relative positioning of lines in the Cartesian plane. We will also present
and compare two problem-solving approaches: the traditional method, based on the
algebraic manipulation of Cartesian equations and coordinates, and the vector method,
based on operations and properties of vectors. As an integral part of the proposal, an e-
book will be presented as an educational resource, bringing together concepts,
demonstrations, and solved examples to offer an accessible and structured resource for

teaching and learning Analytical Geometry in high school from a vector perspective.

Keywords: analytical geometry; vector approach; high school, e-book.
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1 INTRODUCAO

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018) o contetdo de
Geometria Analitica é introduzido apenas no 3° ano do Ensino Médio, estabelecendo, pela
primeira vez, a articulagdo entre os entes geométricos e suas representacdes algébricas.
Nesse novo cenario, vamos além das representacdes analiticas, essa nova visao da
geometria nos permite realizar manipulacdes algébricas, que sdo de grande ajuda para

compreensdo desse novo conceito de geometria.

Durante a formacdo académica em Matematica, observou-se que a abordagem
vetorial da Geometria Analitica contribui para uma compreensdo mais clara e estruturada
dos conceitos, em contraste com a perspectiva tradicional presente na Educacdo Basica.
Tal constatacdo leva a seguinte questdo central desta pesquisa: como a introducdo da
abordagem vetorial pode contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da
Geometria Analitica no Ensino Médio?

Diante do exposto, propomos um ensino de geometria analitica em uma abordagem
vetorial. Para (Lima, 2015), “[...] Por alguma obscura razdo, ou por nenhuma em especial,
0 importante conceito matematico de vetor, [...] , € personagem ausente deste e dos demais
compéndios brasileiros, sendo usado apenas pelos professores de Fisica’. Dito isto,
utilizaremos a importante ferramenta “vetor” como protagonista em nosso trabalho, tendo
em vista que sua aplicacdo ja no decurso do ensino médio se demonstra vidvel. Segundo
(Oliveira, 2020),“De maneira geral, percebemos que os alunos sentiram-se motivados
com o estudo de Geometria Analitica com abordagem vetorial no ensino médio”. Essa
abordagem vetorial ndo serd de toda uma novidade para os alunos, pois como ja foi
mencionado, a introducdo de vetores ja se faz presente nos anos inicias do ensino médio
no componente curricular de Fisica, ao propor a inclusdo da ferramenta vetor no ensino
médio se tera uma interdisciplinaridade entre a matematica e a fisica e um ganho
substancial no ensino/aprendizagem de geometria analitica. Para (Furlani, 2016),“E
importante a utilizacdo do conceito de vetores no ensino de Geometria Analitica, no
sentido de obter uma aproximacao das disciplinas de Matematica e Fisica, agindo como

um fator facilitador do entendimento do assunto no processo ensino aprendizagem”.
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Neste contexto, esta dissertacdo busca contribuir para o aprimoramento do ensino
de Geometria Analitica no Ensino Médio por meio de uma abordagem vetorial. Para isso,
apresenta-se e contextualiza-se o conceito de vetor como ferramenta pedagdgica,
explorando conteudo especificos como o estudo de tridngulos e as equacdes da reta. Em
contraposicdo a abordagem tradicional, predominante na maioria dos livros didaticos da
educacéo basica, propde-se a elaboracao de um e-book como recurso didatico, construido
a partir dos contetdos e metodologias desenvolvidos ao longo da pesquisa, no qual os
topicos da educacdo basica sdo tratados sob uma perspectiva vetorial. Ao final, realiza-se
um comparativo entre aplicacdes resolvidas pelo método tradicional e pela abordagem

vetorial, evidenciando suas diferencas e potencialidades.

No a&mbito do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT), esta pesquisa apresenta especial relevancia por alinhar-se ao proposito
central do programa: articular a formacdo académica avangcada com a préatica docente na
Educacdo Baésica. A proposta contribui diretamente para o campo da docéncia da
Matematica na educacgdo basica, pois busca desenvolver recursos didaticos que ampliem
a compreensdo conceitual dos estudantes e, a0 mesmo tempo, fornecam instrumentos de
trabalho inovadores para professores de Matematica. Ao propor uma abordagem vetorial
aplicada a Geometria Analitica, o trabalho fortalece o compromisso do PROFMAT de
produzir conhecimento cientifico com impacto pedagdgico imediato, promovendo a
atualizacdo das praticas de ensino e estimulando a integracéo entre teoria e pratica.

A dissertacdo esta organizada em seis capitulos. O Capitulo 2 apresenta a definicao
de vetor, suas operagdes fundamentais e o estudo do posicionamento relativo em Rz O
Capitulo 3 aborda a teoria dos tridngulos, enfatizando classificagdo e propriedades. O
Capitulo 4 dedica-se ao estudo da reta, contemplando equacdes e posicdes relativas. O
Capitulo 5 descreve o e-book como recurso didatico e apresenta um comparativo entre as
abordagens tradicional e vetorial. Por fim, o Capitulo 6 traz as consideracdes finais e, no

Apéndice, encontra-se o link de acesso ao produto educacional aqui produzido.
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Nesse capitulo, abordaremos tdpicos essenciais para uma boa compreensdo do

conceito de vetor, ferramenta essa, que serd de fundamental importancia para o

desenvolvimento deste trabalho. Iremos aqui, definir vetor e destacar algumas das

principais operacdes entre 0s mesmos. Nesse primeiro momento teremos como ambiente

de trabalho o conjunto dos pontos da geometria euclidiana de duas dimenses, que a partir

de agora denotaremos por plano cartesiano. Alguns resultados da geometria euclidiana

serdao usados livremente, supondo o autor serem conceitos ja assimilados pelo leitor.

2.1 PLANO CARTESIANO (R?)

Para o estudo que segue, iremos utilizar o plano cartesiano. Trata-se de um sistema

de eixos coordenados perpendiculares entre si. O ponto comum a esses eixos (Ponto 0) é

dito origem do plano cartesiano. Para cada ponto P pertencente ao plano cartesiano existe

uma correspondéncia biunivoca a um par de nimeros sobre 0s €ixos.

Figura 1- Plano cartesiano

4

y

Fonte: Autor
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Denotamos a reta Ox como eixo das abscissas e a reta Oy como eixo das ordenadas.
Dizemos que o ponto P, veja Figura 1, tem abscissa x = 4 e ordenada y = 3 ou
simplesmente P = (4, 3). O par de nimeros (4, 3) é dito par ordenado e 0s nUmeros 4 e
3, nessa ordem, sdo as coordenadas do ponto P em relacéo ao eixo das abscissas e ao eixo
das ordenadas, respectivamente. Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano em

quatro quadrantes:

Figura 2- Quadrantes

W

2° Quadrante | 2 1° Quadrante

3° Quadrante | _- 4° Quadrante

Fonte: Autor

1° Quadrante: temosx > 0ey > 0;
2° Quadrante: temosx < 0ey > 0;
3° Quadrante: temos x < 0 ey < 0;

4° Quadrante: temosx > 0ey < 0.

2.2 RETA ORIENTADA

Antes de apresentar a definicdo formal de reta orientada, é necessario retomar um
conceito fundamental em Matematica: direcdo e sentido®. Uma reta no plano pode ser
considerada como um conjunto infinito de pontos dispostos linearmente em ambas as
direcdes. Ao fixar uma orientacdo, estabelece-se um sentido positivo para o percurso ao

longo da reta, ficando o sentido oposto automaticamente definido como negativo. Essa

! Direcéo refere-se a linha imaginaria sobre a qual uma reta se encontra, enquanto sentido
indica a orientacdo especifica nessa linha, podendo ser dois sentidos opostos para cada
direcdo.
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convencdo fornece a base conceitual para a nocdo de reta orientada, essencial no estudo

vetorial da Geometria Analitica.

Definicdo 2.1: Uma reta r diz-se orientada quando Ihe é fixado o sentindo de percurso,

considerado positivo, e € indicada por uma seta.

Figura 3- Reta orientada

Fonte: Autor

Observacéo 2.1: O sentido oposto ¢ dito negativo.
2.3 SEGMENTO ORIENTADO

Suponha um segmento de reta definido por dois pontos distintos. Agora, analise em
como podemos atribuir um significado especial a esse segmento, definindo um ponto

inicial e um ponto final. Essa ideia é fundamental para o conceito de segmento orientado.

Definicdo 2.2: Sejam A e B pontos no plano cartesiano. Considere o segmento que tem
como A a origem e B sua extremidade, dai esse segmento é dito orientado. Nota¢do: AB

(Lé-se; segmento AB).

Figura 4- Segmento orientado AB

Fonte: Autor
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2.3.1 Segmento nulo

Definicdo 2.3: Um segmento cuja origem coincide com a extremidade é dito segmento

nulo.

Figura 5- Segmento nulo AB

ot
oI

Fonte: Autor
2.3.2 Segmento oposto

Definicdo 2.4: Seja AB € um segmento orientado, dizemos que 0 segmento BA é 0 seu

oposto.

Figura 6- Segmento orientado AB

B

Fonte: Autor
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Figura 7- Segmento orientado BA

B

2
/

]
0 1 2 3 4

Fonte: Autor
2.3.3 Medida de um segmento

Fixada uma medida de comprimento u, podemos determinar a medida do segmento

AB, usando como unidade de medida o comprimento de .

Figura 8- Fixando unidade de medida

A B
* -

Fonte: Autor

e Medida do segmento AB igual 3u, onde denotamos por AB = 3u. Como ilustra

a Figura 8.
e Note que o segmento orientado BA = 3u, segue que AB = BA.
Observacéo 2.2: Segmento nulo tem medida igual a zero.

2.3.4 Direcao e sentido

Definicéo 2.5: Dizemos que dois segmentos orientados AB e CD possuem mesma direcdo

se suas retas suportes sdo paralelas ou coincidentes.



21

Figura 9- Segmentos de mesma direcao

& [
—y

i
-

-y |
L -

Fonte: Autor

e NaFigura9temosr paralela a s. Note que r e s sdo as retas suporte do segmentos
AB e CD, FE respectivamente. Segue que os segmentos AB,CD e FE estdo na

mesma direcao;

Definigdo 2.6: Sejam AB e CD dois segmentos orientados com mesma dire¢do. Dizemos
gue 0s segmentos AB e CD tem mesmo sentido se os segmentos AC € BD néo se

intersectam.

Figura 10 - AB e CD mesmo sentido

A B
3
2
1

C (D

0 1 2 3 4

Fonte: Autor
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Figura 11 - AB e CD sentidos contrarios

A B
3
2 E
1
D C
0 1 2 3 4

Fonte: Autor

Observacao 2.3: Sé se pode comparar sentido entre segmentos, se 0S mesmos estiverem

na mesma direcé&o.
2.4 SEGMENTOS EQUIPOLENTES

Suponha dois segmentos de reta orientados, cada um com seu proprio ponto inicial
e ponto final. Agora, analise como podemos comparar esses segmentos para determinar
se eles ttm a mesma direcdo, sentido e comprimento. Essa ideia € fundamental para o

conceito de segmentos equipolentes.

Definigcdo 2.7: Dados os segmentos orientados AB e CD. Dizemos que estes segmentos
sdo equipolentes (notacdo: AB ~ CD) se eles possuem mesma direcdo, mesmo sentido e

mesmo comprimento.

Exemplo 2.1: Seja ABCD um paralelogramo. Considere 0s segmentos orientados
AB,BC,DC e DA.

Figura 12- Segmentos equipolentes

Fonte: Autor
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e Temos, AB ~ DC;
e Temos, DA + BC.

Observacéo 2.4: Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.
25 VETOR

Suponha que vocé precise descrever uma quantidade que tem ndo apenas
magnitude (ou tamanho), mas também direcdo e sentido. Por exemplo, quando vocé
descreve um deslocamento de um ponto a outro no espaco. Nesse contexto, surge a
necessidade de um conceito matematico que possa capturar essas caracteristicas de
maneira eficaz. Agora que temos uma ideia geral, vamos definir formalmente o que é um

vetor e apresentar suas principais caracteristicas.

Definicédo 2.8: Dado um segmento orientado AB, chama-se vetor o conjunto de todos 0s

segmentos equipolentes a AB.
Tomando AB como notacdo para o conjunto mencionado, temos:
AB = {CD /CD ~ AB}

Definicéo 2.9: Chama-se médulo de um vetor AB a medida do comprimento do segmento

orientado que o representa.

Notagao; |AB| = AB

Definicdo 2.10: Dois vetores AB e CD sio ditos iguais quando AB ~ CD.
Notagéo: AB =CD

Definicdo 2.11: Um vetor AB é dito nulo se 4B = 0.

Notagéo: AB=0

Definicédo 2.12: Chama-se o vetor AB de unitario se |ﬁ| = 1.

Definicdo 2.13: O versor de um vetor AB é o vetor que tem mesma direcdo, mesmo

sentido de A e médulo igual a 1.
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Observacéo 2.5: A notacdo do vetor oposto de AB é dada por BA ou —A4B.
O que diferencia os vetores AB e BA é unicamente o sentido.

Para simplificar a notacdo, € usual representar o vetor AB por uma letra mindscula
acompanhada de uma seta. Tal convencdo, além de pratica, sera amplamente adotada nas

secdes subsequentes.
2.6 OPERACOES GEOMETRICA ENTRE VETORES

As operacdes entre vetores em R? podem ser definidas de forma rigorosa tanto pela
representacdo geomeétrica quanto pela algébrica. Geometricamente, a adicao e a subtracdo
de vetores correspondem a construgbes que produzem novos vetores resultantes,

obedecendo as propriedades estruturais do espago vetorial?.
2.6.1 Adicao de vetores

Definicdo 2.14: Para somar dois vetores geometricamente, coloca-se a extremidade de
um vetor na origem do proximo, o vetor soma € 0 segmento orientado de origem do

primeiro vetor e extremidade do segundo. Como ilustra a Figura 14.

Figura 13 - Vetores i e ¥

[
/

Fonte: Autor

2 Um espaco vetorial € uma colecio de elementos (chamados vetores) que podem ser
somados entre si e multiplicados por numeros (escalares), seguindo regras algébricas
especificas que garantem a consisténcia das operacgdes de adi¢do e multiplicacéo.
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Figura 14- Somaw =i + v

Fonte: Autor
Temos que a soma dos vetores 1 e v por definicéo é o vetor w. Portanto, w = 1 + 7.

Observacgdo 2.6: A definicdo acima se mantém para a soma superior a dois vetores.
2.6.2 Subtracdo de vetores

Definicdo 2.15: Definimos a diferenca entre os vetores 1 e ¥, como i — ¥ onde o vetor

—1 é 0 vetor oposto do vetor v. Como ilustra a Figura 15.
Figura 15- Subtracdo  — v

B

Fonte: Autor

Note que CA = —7 . Segue:
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2.7 FORMA ALGEBRICA DE UM VETOR

Até 0 momento, tudo que foi definido em relacao a vetores diz respeito a sua forma
geomeétrica. Nessa sec¢do, iremos representar vetores de forma algébrica, tal representacao
sera bastante Gtil para efeito de célculos.

Pela Secédo 2.1, para todo ponto P pertencente ao plano cartesiano podemos definir
sua localizacdo por meio de suas coordenadas nos eixos das abcissas e ordenadas. Nesta
secdo iremos associar a cada ponto P, um vetor que terd como origem o ponto O e
extremidade o ponto P e sua representacdo analitica sera dada pelas coordenadas do ponto

P. Como ilustra a Figura 16.
Figura 16- Vetor OP = (x1,v,)

P

Fonte: Autor
Assim, o vetor OP tera representacdo analitica dada pelo par ordenado (x4, y,).
2.7.1 lgualdade e operacdes entre vetores

Definicdo 2.16: Dados o vetores 1 = (x1,y;) € U = (x3,Y,) , definiremos 4 igual a v

quando tivermos x; = x, e y; = y,. Notagdo: ti = v.

Definicdo 2.17: Dados o vetores & = (x1,v1) € ¥ = (x3,y,) , definiremos U + v =

(x4 + x3, y1+ y3). Deformaanaloga, i — v = (x; — X3 , Y1 — V2)-
2.7.2 Propriedades da adicio de vetores

Para as demonstracGes que seguem, tomaremos i = (x;,y1), U = (X3,V,) , W =

(x3,y3) € 0= (0,0).



P1) Comutativa: u+ v =v +u
Temos:
Uu+v= (x,y1) + (x2,¥2)
= (x1+ 22,51 + ¥2)
= (X2 + x1,¥2 + 1)
= (x2,¥2) + (x1,¥1)
=v+uU
P2) Associativa: (U + V) +w=u+ (U + w)
Note que:
U+V)+W= (x1+ 22,51 + ¥2) + (x3,¥3)
= ((x1+ x2) + x3,(y1 + ¥2) + ¥3)
= (1 + (2 + x3),91 + (V2 + ¥3))
= (x,¥1) + (2 + x3,¥2 + ¥3)
=U+ U+ w
P3) Existéncia e unicidade do vetor nulo: G+ 0 =T
Existéncia:
Temos:
©+0=(x,y) + (0,0) = (x + 0,y1+ 0) = (xy,y1) =4
Unicidade:
Suponha que exista um vetor 7 = (a, b) tal que U + 71 = uU.
Seque,

Uu+n=ue (x;+ a,y; + b) = (x1,y1)

27
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Dai,
x1+a=x, € y, + b=y,
Isto &,
a=0 e b=0
Logo,

ol

S|

P4) Existéncia e unicidade do vetor oposto: T + (—d) = 0
Existéncia:
Temos:

U+ (—t) = (x,y) + (=%, —y1) = (1 + (= %), y1 + (= 1)) = (0,0) =0
Unicidade:

Suponha que exista um vetor i = (a,b) tal quei + 7 = O.

Segue,
i+7n=0 © (x4 a,y, +b)=(0,0)

Dai,

x3+a=0 e y;+b=0
Isto &,

a=—x; € b=—y
Logo,

n=-u

Observacéo 2.7: Tudo que foi dito para igualdade e operacgdes de vetores se aplica para

mais de dois vetores.
2.7.3 Multiplicacdo de vetor por numero real

Definicdo 2.18: Dado um vetor ¥ e um nimero real «, definiremos a multiplicacdo de a

por ¥ por « - v, onde:

1. Sea=00u? =0,entdoa-%=0 (Por definicio)
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2. Sea#0e D% 0,entdoa v+ 0, eainda:

e - v tera mesma direcdo de v;

e Sea > 0,entdo a - ¥ terd mesmo sentido de v;

e Sea <0,entdo a - ¥ terd sentido contrario ao de v.

o |a-?|=lal- |7
2.7.4 Propriedades da multiplicacéo de vetor por um namero real
M) a:(U+v)=a-ti+a-v Va€eEReVUveR?
M2) (a+pf) ti=a-i+pU VaBEReViUeER?
M3)a-(B-d)=(a-B)u Va,fER eViUER?
M4)1-¥=17 VU ER?

Observacéo 2.8: As propriedades aqui expostas, tambem sdo validas para 0s nimeros
reais, dessa forma as operac@es entre vetores (adigdo e multiplicacdo por um nimero real)

seguem 0 mesmo principio que o calculo algébrico elementar.
2.7.5 Representacado algébrica de um vetor fora da origem

Na Secdo 2.7 associamos para cada ponto P € R? um vetor de origem em O e
extremidade em P. Aqui, daremos uma representacdo algébrica para vetores fora da

origem. Como ilustram as Figuras 17 e 18.

Figura 17- Vetor w

A

Fonte: Autor
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- —

Figura 18- Vetores u, v e w

Yy A
W
Y, u B
@] }(1 12

Fonte: Autor

Note que 0 vetor Zﬁ = 1_7) - ﬁ = (xZ,yz) - (xl,yl) = (xz — X1, Y2 — 3’1) ASSlm,
podemos exibir as coordenadas de vetores determinados por pontos quaisquer do R?, isto
é, as coordenadas do vetor AB serdo dadas pela diferenca entre o vetor v = OF e 0 vetor

1l = 04 ou simplesmente AB = B - A.

Exemplo 2.2: Seja A = (3,5) e B = (1, —6). Segue, que as coordenadas cartesianas do

vetor AB serdo:
AB=B-A=(1,-6)—(3,5) = (1-3,—6 — 5) = (=2, —11)

Exemplo 2.3: Sejam A = (x1,y;) € B = (x,,5,) pontos do R2. Determine as

coordenadas do ponto médio do segmento AB.

Seja M(x,y) o ponto médio do segmento AB. Dai, AB = AM + MEB . Como AM = ME.

Temos:

AB =AM + MB = AM + AM = 2 AM
Dai,
B-A=2M-4) © M=2(A+B)

Logo,

X1 tXx; Y1t }’2>
M=
( 2 2
Exemplo 2.4: Os pontos A = (3,—5) e C = (—1, 3) sdo os vertices de uma diagonal de

um paralelogramo. Determine o ponto de interse¢édo das diagonais.
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E suficiente determinar o ponto médio do segmento AB. Utilizando 0 Exemplo 2.3 temos:

M:(x1+xz y1+yz):(3+(—1) _5+3):<2 )

2 2 2 2 7’7):(1'_1)

2.8 PARALELISMO ENTRE VETORES
Dados os vetores i = (x1,v;) e ¥ = (x5, y,) no R?, suponha que existaum a € R
tal que:
U=a-v

Pela Subsec¢do 2.7.3, temos a - ¥ com mesma direcdo de v, isto é, a - ¥ || v segue u || U.
Em outras palavras, o vetor u sera paralelo ao vetor v se, e somonte se, 0 vetor u for

multiplo do vetor v.
Exemplo 2.5: Seja i = (3,2) e ¥ = (6,4). Note que:
b=(64)=2-3,2)=2.1 = U||D
Observacd02.9: Sejam A = (xy,y1), B = (x,, y;) € C = (x3, y3) pontos do R2. Dai, AB

= (x, — X1,Y2 — V1) € AC = (x3 — X1, V3 — ;). Se existir um a € R tal que AB = « -

AC, entdo os pontos A, B e C séo colineares.

X2 —X1  Y2—01

X3—X1 Y3—W1

A,B e C sdo colineares <

2.9 PRODUTO INTERNO

O produto interno entre vetores € uma operacdo que associa dois vetores a um
namero real, fornecendo uma medida da relagdo entre suas dire¢cGes e magnitudes. Ele é
fundamental em diversas areas da matematica, permitindo calcular angulos, projecdes e

determinar ortogonalidade entre vetores.

Definicdo 2.19: Dados o0 vetores i = (x1,y;) € ¥ = (x5, y,) no R?, definimos produto
interno de i por ¥, ou simplesmente 4 interno v, (Notagdo: i - ¥ ou <u, ¥>>) 0 nimero
real dado por:

_)l%_ . .
Uv=Xx1"X2+Yy1" Y2

Exemplo2.6: Sejau = (—4,7) e v = (3,—4). O produto interno de % por v é dado por:
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U-b=—4-3+7  (—4)=-12 —28=—-40
2.10 MODULO DE UM VETOR

Na Definicdo 2.9 definimos modulo como sendo o comprimento de um vetor.
Nessa se¢do, iremos determinar o comprimento de um vetor dado. Como ilustra a Figura
19.

Figura 19- Representacéo do vetor AB

Fonte: Autor

Temos que || = AB, AC = (x, — x;) € BC = (y, — y;). Note que o tridngulo ABC é

retangulos em C.
Temaos,
|i|>= AC? + BC*= (x; — x1)* + (y2 — y1)?

Logo,

] =y (x; — x)2 + (72 — ¥1)?

Note ainda que a representacdo algébrica do vetor # = AB = B- A = (x5, ;) —
(x1,¥1) = (x3 — x4, ¥, — ¥1). Logo, |u| seré a raiz quadrada da soma dos quadrados das

coordenadas do vetor i .

Observagdo 2.10: Obter o mddulo de um vetor é equivalente a obter a distancias entre os

dois pontos que o determinam, isto €; d, p= [d] =/ (x2 — x1)% + (¥2 — y1)?

(Notacéo: d4 5 € a distancia do ponto A ao ponto B)
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Exemplo 2.7: Dados os vetores i = (—2,4) e ¥ = ( 3, 2), segue que:

li| =+ (—2)2 + 42 =4+ 16 =20

15| =v32+2% =49 +4 =13
Observacdo 2.11: Tomando # = (x,y;), temos pela Observacdo 2.10 que |u| =

X%+ y,% . Dai:

[U]? = (Jx12 + y12 ) =x24+ y* o |u>’=u-u

A observacgdo acima, nos diz que a norma do vetor % ao quadrado é igual ao produto

interno do u por ele mesmo.

Observagdo 2.12: Conhecida a forma de calcular o médulo de um vetor i, podemos
determinar o versor de 1 da seguinte forma. Se v versor de 1, temos:

1

- —
v=—"7T1u
lul

e Note que ¥ tem mesmo sentido e direcdo de u;
e Eainda, [7|=1

2.11 ANGULOS ENTRE DOIS VETORES.

Seja @ o angulo formado pelos vetores ndo nulos 7 e ¥ € R?, onde 0° < 8 < 180°.

Figura 20- Angulos entre vetores

v

Fonte: Autor
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Figura 21- Triangulo entre vetores

W

Fonte: Autor

Note queovetor w =4 — % = |[W|=|ui—-9| © |[W*=|d — ¥|*°=© - V) (U —
P)=|u|*—2-1u v + |9|% Aplicando a Lei dos cossenos no tridngulo formado pelos

vetores 1 , ¥ e w, como ilustra a Figura 21, temos:

W2 = [d]2 + [B]2 — 2. [i] - [B] cos O

Dai,
[Up—2-u v +|vR= [up+|vp—2-u]-|V| cosO
E ainda,
u-v
cos 0 = ——
[ul - [v]
Logo,
u-v
0 =arccos ———=—
[ul - v
Como,
0 < 6 =arccos =2 < 180" 2.1
[ul - vl
Entéo,
() ——<0 < 90°< 0 < 180°
[ul - [v]
. u-v
(i) 0K == & 0° <6 <905
[ul - [v]
oy U U
(iii) =0 & 6 =90°

|ul - |9
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Do item (iii) e pelo fato dos vetores % , ¥ serem ndo nulos, segue que 6 = 90° se, e somente

se,u-v=0.

Exemplo 2.8: Dados os vetores i = (2,3) e v = (2, 1).

Segue,
0= i-v (2,3)(2,1) 22431 7
€SO = Wlm T (VZZesh (V2241 Vi3 V5 V65

Logo,

7
0 = arc cos
V65

2.12 PROJECAO ENTRE VETORES

-

Considere os vetores ndo nulos 1 = AB e v = AC. Seja 8 o angulo formado por

eles. Como ilustram as Figuras 22 e 23.

Caso1:0°< @ <90°

Figura 22- Proj. de i sobre ¥

Fonte: Autor
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Cas02:90°< 6 <180°

Figura 23- Proj. de 1 sobre —7.

= - = -
c r A c
—V=AC" onte: Autor

e Sejar perpendicular a reta suporte BCeB o ponto de interse¢do, segue w = AB'

é dito a projecdo de 1 sobre ¥. Como ilustra aFigura 22.

e Sejar perpendiculara (—v ) e B’ 0 ponto de intersecdo, segue w = AB' é dito a

projecdo de % sobre v. Como ilustra a Figura 23.

Observacdo 2.13: Caso em que & = 90°, teremos w = A_§’), onde A =B’,isto é, W =
AB'=0.

De posse do que foi dito, iremos exibir o vetor w em funcéo dos vetores i e U. As
duas situacdes possiveis para 0 angulo 6 sdo ilustradas com as Figuras 22 e 23. Note que
em ambas 0s casos teremos w na mesma direcdo do vetor v, isto é, existe um k € R, tal
que:

w=k-v (2.2)

Dai,
— - 1 —
w| = |k|"|v] & Ikl=ﬁ' |w|

Temos ainda que,

uUv u.v
W] = 1] - cos 0 = [ (B2 ) = (7]
[ul.|v| 17|
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Logo,

1 | UV |u Y| u.v
k| = =" =— © k=—3 (2.3)

Notacao:

N u.v N
Projz u = ‘v

|v|*

Exemplo2.9: Dados 1 = (2,1) e ¥ = (—1,0). Determine a Projz 1. Temos:

Projaaz(ﬁ'?’ )-13: (%) -(—1,0):(%)-(—1,0)42,0)

|v|?
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3 TRIANGULOS

Este capitulo tem como finalidade apresentar os fundamentos matematicos
relativos aos tridngulos sob o foco da Geometria Analitica e da abordagem vetorial,
estabelecendo conexdes entre a formalizacdo tedrica e as possibilidades pedagogicas no
Ensino Médio. Ao tratar dos triangulos em uma perspectiva vetorial, busca-se oferecer
uma compreensao mais estruturada das relacbes métricas e angulares, facilitando a

visualizacdo e a resolucéo de problemas.
3.1 CONDICAO DE EXISTENCIA

Nesta secdo, discutiremos as condicdes necessarias para a existéncia de um
triangulo. A andlise vetorial nos permitira visualizar quando trés pontos determinam ou
ndo um triangulo, considerando os modulos e direces dos vetores determinados por esses

pontos.

Dados A = (x1,v1), B = (x3,v,) € C = (x3,y3) pontos do R? e seja 8 o angulo
formado pelos vetores AB = (X —x1,¥, — Y1) € AC = (x3 — x1,y3 — y41). Pela Sec¢éo

2.13, os pontos 4, B e C serdo colineares se:

(i) cos = —=—=1
|AB|-|AC]

(icos = ——= -1
|AB|-|AC]

Do item (i) temos:

1 & AB-AC=|4B|"|AC|

|4B|- [4C|
Como,
AB - AC = (x; — x1)(x3 — %)+ (V2 — y1) (3 — ¥1)
e

|AB| * |AC|=/(x; — x)2 + (72 — ¥1)? " /(x5 — x)2 + (¥3 — ¥1)?
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Segue,
[(x2 — x1)(y3— Y1) - (V2 — y1)(x3 — x1)]2= 0
Isto é,
(xz2 = x)(y3— y1) - 72— y1)(x3— %) =0
De forma anéloga, tem-se 0 mesmo resultado para o item (ii).
Portanto, os pontos 4, B e C serdo Vvértices de um tridngulo se:

— X1 Y2 — 0N

X2
det (xs — X1 Y3 — 0N

)#0
Isto &, 0s pontos A, B e C serdo vertice de um triangulo se, e somente se, 0 determinante
das coordenadas dos vetores AB e AC for diferente de 0(zero).

Exemplo 3.1: Dados os pontos A = (2,3),B = (—2,5) e C = (1,4). Mostremos que 0s

pontos séo Vvértices de um triangulo.
Temos,

AB = (—4,2) e AC =(-1,1).
Dai,

-4 2

det (_1 1

J=—4"1-@2 (-D)=—-4+2=-2%#0
Logo, A4, B e C sdo vertice de um triangulo.
3.2 CLASSIFICACAO DO TRIANGULO QUANTO AOS ANGULOS

Utilizando a linguagem vetorial, classificamos os triangulos com base na medida
de seus angulos internos. Essa abordagem permite deduzir tais classificagdes a partir de
produtos escalares e calculo da norma de vetores, proporcionando uma analise rigorosa e

coerente com a estrutura algébrica do plano.

3.2.1 Triangulo retangulo

Proposicdo 3.1: Dados 0s pontos A, B e C vértices de um triangulo. Segue:
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(i) AB-AC =0 & A ABC é retangulo em A;
(i) AB - AC = |[ABR < A ABC é retangulo em B;

(iii)AB - AC = |[ACk < A ABC é retangulo em C.

Prova do item (i):

—

Seja 6 o angulo formado pelos vetores 0s i = AC e v = AB. Pela definicdo de produto

interno temos:

— - P - a?
uv = |u|l"|vljcosd & cosl=———
[ul - v
Logo,
Uuv
0 = arc cos ——
[ul - v
Pela Segéo 2.11 — Desigualdade (2.1), temos:
u-v
0 < 6 =arccos < 180°.

ul - 19 ~

Assim,

)
<l

=0 & 6=90°

gl
<

[ul - v
Portanto,
U'v=0 © 6=90°
O que prova o item (i).
Prova do item (ii):
Na Secdo 2.14 foi mostrado como exibir a projecédo entre dois vetores.

De fato,

NN CRAW
Projgu:( 2)17 (3.1

Por hipdtese,
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AB*AC=|AB)? & U 'v=|3? & o =1 (3.2)
Substituindo (3.2) em (3.1) temos:
Projzi=1"v= %
Logo o tridngulo de vértices ABC é retangulo em B.
Prova do item (iii) é analoga ao item (ii), segue:
L (¥
Projz v = TE u (3.3)
Por hipotese,
AB-AC=|AC)? o v-u=|i o Tﬂl’z’ -1 (34)
Substituindo (3.4) em (3.3) temos:
Projzv=1"Uu=1u

Logo o triangulo de vértices ABC é retangulo em C.
Fica assim demonstrado a Proposicéo 3.1.
A reciproca da Proposicédo 3.1 € imediata e deixamos a cargo do leitor.

Exemplo 3.2: Sejam A, B e C pontos ndo colineares do R2. Mostre que tais pontos sdo

vértices de um triangulo retangulo.
aA)A=(21); B=(43); C=(25)
byA=(-3,3); B=(1,-1); C=(-3,-1)
c)A=(-2,1); B=(0,3); C=(1,-2)
Resolucéo da alternativa (a)
Note que,
AB =(2,2) e AC = (0,4).

Segue,



AB-AC=2-0+2-4=8

|[AB|?= (2)2+ (2)> =4+ 4 =8

Aplicando o item (ii) da Proposic¢éo 3.1, temos:

AB - AC = |AB|? = A ABC é retangulo em B.

Resolucéo da alternativa (b)

Note que,
AB = (4,—4) e AC = (0, —4).
Segue,
AB +AC = 16
e

[AC|%= (0)2 + (—4)% =16

Aplicando o item (iii) da Proposicao 3.1, temos:

AB * AC = |AC|* = A ABC é retangulo em C.

Resolucéo da alternativa (c)

Note que,
AB =(2,2) e AC = (3, -3).
Segue,
AB-AC=6-6=0
Aplicando o item (i) da Proposicdo 3.1, temos:
AB - AC = 0 = A ABC é retangulo em 4.

3.2.2  Triangulo obtusangulo

Proposicdo 3.2: Dados os pontos A, B e C veértices de um triangulo. Segue:

42
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(i) AB-AC<0 s A>90°
(i) AB - AC > |AB|*>* o B>90°
(iii)AB - AC > |AC|> & (€ >90°
Demonstracdo: Analoga a demonstracao da Proposicao 3.1.

Observagdo 3.1: Como a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual a
180°, temos que para um triangulo ser obtusangulo se faz necessario que ocorra apenas

um dos itens acima.

3.2.3 Triangulo acutangulo

Proposicao 3.3: Dados os pontos A, B e C veértice de um triangulo. Segue:
(i) AB-AC>0 o A<90°
(iAB-AC<[ABf o B<90°
(iii)AB - AC< |[ACE & (€ <90°

Demonstracdo: Analoga a demonstracdo da Proposicéo 3.1.

Observacdo 3.2: Para que o triangulo seja acutangulo, os itens acima devem ser

satisfeitos simultaneamente.

Exemplo 3.3: Dados 4,B e C pontos ndo colineares do R?, classifique os tridngulos

guanto aos angulos.
AA=(41);B=(12);C=(24)
bYA= (53); B=(-13); C=(-2,—-1)
Resolucéo da alternativa a)
Note que,
AB =(-3,1) e AC = (-2,3)

Segue,
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|AB|2= (-3)2+ (1)2 =9+ 1=10

|AC|?= (-2)2+ (3)2 =4+9=13

Pela Proposicdo 3.3 temos que o tridngulo A ABC é acuténgulo.

Resolucao da alternativa b)

Note que,
AB = (—6,0) e AC = (-7, —4).
Segue,
AB*AC = 42 + (0) = 42
e

|AB|2= (—6)2 + (0)2 =36

Pela Proposicdo 3.3 temos que o triangulo A ABC é obtusangulo.

3.3 CLASSIFICACAO DO TRIANGULO QUANTO AOS LADOS

Nesta secdo, trataremos da classificacdo dos triangulos segundo a relacdo entre 0s
comprimentos de seus lados. O enfoque vetorial permite calcular e comparar médulos

dos vetores associados aos lados.

Definicdo 3.1: Sejam 4, Be Cpontos ndo colineares do R?. Temos:

(i)  |AB|?# |AC|*# |BC|*e|AB|># |BC|? ,temos A ABC é escaleno;
(i)  |AB|*=|AC|?ou |AB|*=|BC|?ou |AC|?>= |BC|? temos A ABC é isésceles;
(iii) |AB|?= |AC|>=|BC|? temos A ABC é equilétero.

Exemplo 3.4: Sejam A, B e C pontos ndo colineares do RZ2. Classifique os triangulos

guanto aos lados.

aA)A=4,1); B=(1,2); C=(44%
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bYA=(52); B=(1,2); C=(3,4)
c)A=1(0,0); B=(2,0); C=(1,V3)
Resolucdo da alternativa (a)

Note que:
AB =(-3,1),AC =(0,3) e BC = (3,2).
Dai,
|AB|>=10; |AC|*=9 ; |BC|*=13
Logo o triangulo A ABC é escaleno.

Resolucéo da alternativa (b)

Note que:
AB =(—4,0),AC=(-2,2) e BC =(2,2)
Dai,
[AB|*=16; |AC|*=8; |BC|* =8
Logo o tridngulo A ABC é isbsceles.

Resolucdo da alternativa (c)

Note que:
AB = (2,0),AC = (1,V/3) e BC = (—1,V/3)
Dai,
|AB|*=4; |AC|>=4; |BC|* =4
Logo o tridangulo A ABC é equilatero.

3.4 AREA DO TRIANGULO

Ao estudar vetores, tomamos posse de uma excelente ferramenta que nos auxilia

em diversos problemas matematicos, entre eles, temos o calculo de areas de figuras
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geométricas. Nesta secdo, teremos condicGes de calcular area de um triangulo
determinado por quaisquer pontos 4, B e C € R2, ndo colineares. Como ilustra a Figura
24,

Figura 24- Triangulo ABC

A

Fonte: Autor

Tomemos um ponto D € R?, tal que ADBC seja um paralelogramo. Considere ainda o

ponto H € CB, onde AH ¢ altura do triangulo ABC. Como ilustra a Figura 25.

Figura 25- Paralelogramo ADBC

A D
---------------a------:.
Fonte: Autor
Temos:
— . — 64) " C_B) —_
CH =Projzz CA= W

Isto é,



| = |CA -CB|
~ [CB|
Assim,
Ic4 - CB|\°
|CA|? = |[AH|? + |CH|?* = |AH|* + (T)
|CB|
Dai,
_ — 2 —_— —_— _ —
AHI? = [CA)? — (|CA-CB|) _ |CA |- |CB|?>- (CA-CB)?
|CB| |CB|?
Logo,

. \/@W- |CB|2~(CA4 - CB)?
|AH| =

|CB|

Assim, sendo A,, a area do paralelogramo determinado pelos vetores CA e CB, temos:

5 . 2
__ | [CAP>- [CB|>~(CA- CB)
A, = CB\/ —

=J |CA|*+ |CB|? — (CA " CB)?
Segue,
(Ap)* = |CAJ*- [CB|* - (CA* CB)?

Tomando CA = (x1,y1) € CB = (x4, y5), temos:

(Ap)?=|CA|?* |CB|? — (CA " CB)? = (x.*+ 1) (%224 ¥,%) — (122 + y1¥2) 2

Dai,
(Ap)z = (X1Y2 — Y1X2 ) 2

Logo,

Ap = [x1y2 = y1%2| = |det (2 ¥2)|

47
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Temos que a area do paralelogramo sera o determinante em maédulo, das coordenadas dos
vetores CA e CB. Como o triangulo de vértices A,B e C tem metade da area do

paralelogramo determinado pelos vetores CAeCB, segue:

Exemplo3.5: Seja A = (1,—2),B = (2,—1) e C = (—1,—3) vértices de um triangulo.

Calcule sua area.

Temaos,
AB=(1,1) e AC=(-2,1)
Segue,
1 1 1 1 1 1 3
Ap = 2|det(_2 1)|_2|1(1)-1(—2)|_2|1+2|_2|3|_ .
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4 ESTUDO DA RETA

O estudo da reta constitui um dos temas centrais da Geometria Analitica,
introduzido historicamente por René Descartes no século XVII, ao propor a
correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de ndmeros reais. Tal
formulacdo marcou o inicio de uma nova etapa no desenvolvimento da Matemaética, ao
possibilitar a tradugdo de problemas geométricos em linguagem algébrica. Neste capitulo,
abordaremos as principais formas de representacdo da reta, suas posicoes relativas e
propriedades associadas, destacando como a linguagem vetorial oferece um caminho
alternativo ao método algébrico tradicional. Aléem da formalizacdo matematica, buscou-
se evidenciar o carater pedagogico do tema, ressaltando suas possibilidades de aplicacdo

no ensino.
4.1 EQUAQAO VETORIAL DA RETA

Apresentamos a equacao vetorial da reta como expressdo fundamental que liga um
ponto dado no plano cartesiano a um vetor diretor. Essa forma facilita a construcéo e

interpretacdo geométrica da reta.
Seja P um ponto e ¥ um vetor, ambos pertencentes a R?.

Figura 26- Ponto P e vetor v

Fonte: Autor



50

Figura 27- Retas passando por P

Fonte: Autor

Na Figura 26 temos a representacdo do ponto P e o vetor ©. A Figura 27 mostra que as
retas r, s e t passam por P, no entanto, apenas a reta s passa por P e tem mesma diregéo
do vetor u. Portanto, existe uma Unica reta passando por P e com mesma direcdo de v. Se

A é um ponto da reta s, temos que existe um A € R tal que:
PA=1% & A-P=19 & A=P+1
Temos que A = P + A - ¥ é dito equacéo vetorial da reta.

e O ponto A pertence aretasparal € R;

e ¥ é dito vetor diretor da reta s.

Exemplo 4.1: Obtenha a equacéo vetorial da reta que passa pelos pontos A = (2,3) e
B = (5,4).

Note que AB = (3,1). Assim, se X(x,y) € um ponto da reta que passa por A e B temos

que existe um A € R tal que:

AX=1-4B © X-A=1-AB © X=A+1-4B & (x,y)=(23)+1(31)
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4.2 EQUACAO REDUZIDA DA RETA

A seguir, mostramos que a equacao vetorial pode ser transformada na equacgéo
reduzida (ou explicita) da reta, discutindo sua interpretacdo geomeétrica e aplicacdo em

problemas préticos.

Seja r a reta que passa pelo ponto P = (x;,y,) € v = (a,b) o vetor diretor da reta
r.Se A = (x,y) é um ponto qualquer da reta r.
Temos,

x=x1+A1a

A=P+21-% o (xy)=@,y)+Aab) & {y=y1+/1'b

E ainda,

{Aazx_xl o TRYA —Qx—éx+
Ab=y—y1 a - b y_a a 1 41

Tomando m =g e n= (—§x1 + 1)
Segue,

y=m-x+n (4.2)

Temos que (4.2) € dito equacdo reduzida da reta.

Exemplo4.2: Determine a equacéo reduzida do Exemplo 4.1.

Temos,
x=24+1"3 IM=x-2
wn=@n+260 o (22005 o 110
Dai,
x—2 y-3 x+7
= —— = y:
3 1 3
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4.2.1 Coeficiente angular da reta

Determinamos o coeficiente angular a partir da razdo entre as componentes do vetor

diretor, destacando seu papel na inclinacdo da reta e nas relagdes entre retas.

Definicdo 4.1: Definimos por coeficiente angular da reta a tangente do angulo

determinado pela reta e 0 eixo das abscissas.

Figura 28- Coeficiente angular da reta

X1 X2

Fonte: Autor

Dada a reta s paralela ao eixo das abscissas e AB = (a, b) o vetor diretor da reta r. O

coeficiente angular da reta r é dado pela tangente do angulo a. Dai, temos:
tga=—"—""—=—=m (a#0)

Logo, o coeficiente angular da reta r sera a razdo entre a segunda e a primeira coordenadas

do seu vetor diretor.

Observacao4.1: Em relacéo ao estudo do sinal do coeficiente angular m, temos:

e m > 0,dizemos que a inclinacdo de r é positiva;
e m < 0,dizemos que a inclinacdo de r é negativa;

e m = 0,dizemos que a reta r € paralela ao eixo das abscissas.

Exemplo 4.3: Seja r uma reta determinada pelos pontos A = (4,8) e B = (6,—2).

Determine o coeficiente angular da reta r.
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Vimos que o coeficiente angular da reta r serd a razdo entre a segunda e a primeira

coordenadas do seu vetor diretor. Dai:
. -10
AB = (2,—10).Logom=7= -5 = m=-5

4.3 POSICOES ENTRE DUAS RETAS

Analisamos como duas retas podem se relacionar no plano: sendo paralelas,

concorrentes ou perpendiculares, a partir da comparacao entre seus vetores diretores.
4.3.1 Retas paralelas

A proposicdo seguinte nos da& condigdes necessarias para determinar o paralelismo

entre duas retas r e s contidas em um plano, analisando seus respectivos vetores diretores.

Proposicéo 4.1: Sejam i = (x;,y,) € ¥ = (x,,y,) 0s vetores diretores das retas r e s,
respectivamente. Dizemos que r é paralela a s (Notacdo; r || s) se existe um 1 € R tal

que:

- - X1 Y1 Y2 Y1
U=A1 & —=— & === & m.=m
X2 Y2 X2 X1

onde m,. e m sdo o0s coeficientes angulares das retas r e s, respectivamente.
Demonstracéo: E imediato, vide a Subsegio 4.2.1

Observacédo 4.2: Note que:

X1 V1 X1 Y1
=N = = — =0 & det =0.
xz v X1Y2 = Y1X2 X1Y2 — Y1X2 € (XZ yz)

Isto €, as retas r e s serdo paralelas se, somente se, o determinante das coordenadas dos

vetores i e v for igual a 0.

Exemplo 4.4: Seja i = (3,2) o vetor diretor da reta r. Os pontos A = (4,8) e B =

(—2,4) pertencem a reta s. Mostremos que r || s.

Note que 4B = (—6, —4) o vetor diretor da reta s. Temos:

-4 2
mT:E e mS:—_6:§ > m.=mg, = r||s.
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4.3.2 Equacéo reduzida da reta paralela a uma reta dada e contendo um ponto
fora dela

O resultado que segue, nos dard condi¢fes de exibir a equacdo reduzida da reta

paralela a uma reta AB dada e contendo um ponto P = (xp, yp) fora dela.

Proposicéo 4.2: Dada uma reta r determinada pelos pontos A e B. Seja P = (xp, yp) Um

ponto ndo pertencente ar e ¥ = (a, b) o vetor diretor da reta 4B. A equacao reduzida de

uma reta paralela a reta  passando pelo ponto P sera dada por:

det( a b >=0,
X—Xp Y—Yp

onde x e y s&o as coordenadas do ponto Q # P, tal que 4B || PQ.
Demonstracao:

De fato,

Note que PQ = (x — xp, y — yp) é Vetor diretor da reta PQ. Assim:

AB | P < # || PQ

Dai:

det(x —axp y—byp> =0
Segue,

a(y —yp) —b(x —xp) =0
Logo,

O que conclui a demonstracao.

Exemplo 4.5: Determine a equacao da reta paralela a reta determinada pelos pontos de

coordenadas A = (1,3) e B = (3,—3) passando pelo ponto P = (2, 3).
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SejaQ = (x,y) ¢ AB. Note que AB = (2,-6) e PQ = (x — 2, y—3) sdo os vetores

diretores das retas AB e P(, respectivamente.

Temos,

det( a b ):O(:)det( 2 _6)=O
X—Xp Y—Yp x—2 y-3

Segue,
20=2)-(x=2)(=6) =0

Logo, a equacao da reta paralela a reta determinada pelos pontos de coordenadas A =
(1,3) e B = (3,—3) passando pela ponto P = (2, 3) € dada por:

y=-3x+9
4.3.3 Retas concorrentes

Exploramos as condic¢Ges sob as quais duas retas se interceptam em um Unico

ponto, analisando a compatibilidade entre seus sistemas vetoriais.
Caso my # m,., dizemos que as retas r e s Sdo concorrentes

Exemplo 4.6: Dados u = (4,8) e ¥ = (3,9) vetores diretores das retas r e s,

respectivamente. Temos:

Temos mg # m,.. Logo, a reta r é concorrente a reta s.

Observacgdo 4.2: Vide Observacdo 4.1, € imediato que as retas r e s serdo concorrentes

X1 Y1

se det (xz yz) # 0.
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4.3.4 Método pratico para determinar o ponto comum entre duas retas

concorrentes

Segue um procedimento algébrico prético para encontrar o ponto de intersecéo
entre duas retas, partindo de suas equag0es vetoriais.

Proposicédo 4.3: Sejam r e s duas retas concorrentes, onde (x,,y,) €Er e (x5, Vg) € s, €
ainda, (a, b) e (c,d) vetores diretores das retas r e s, respectivamente. Logo existem

a, B € Rtais que:

ros=xs+a-ay,+a-b)=(xg+ L-c,yg+ [-4d)

onde,
XB—XA YB—YA XB— XA YB— YA
a_dEt( c 2% 5 B_det( a )
- a b - a b
det(c d) det(c d)
Demonstracéao:
De fato,
= (x,y) = +a(a,b €R _{x:xA+a-a 43
ri=(x,¥) = (x4, ¥a) + a(a,b),coma = Ti= Yy =y4+ a-b (4.3)
x=xgp+ f-c
s:=(x,y) = (xg, + B(c,d),com ER:S:{ 4.4
(x,%) = (x5,¥5) + B(c,d),com =t Bed (44)
De (4.3) e (4.4) temos:
_ _xA+a-a—xB
Xq+ a-a=xg+ f-c = ﬁ_f (4.5)
+ab -
Yat+ a-b=yp+ p-d = p=2AT2"YE (4.6)

d
De (4.5) e (4.6) temos:

Xataa—xp _ ya+ ab—yg o = d(xp—x4)—c(YyB—ya)
c d ad—bc

Logo,



det(xB_ XA YB— yA)

c a
a =
a b
det(c d)
De forma anéloga, temos:
XB—XA YB— YA
g = det( a b )

daei( )

Portanto,oponto rNs= (x4 +a.a,ya+ a-b)=(xg+ B-c,yg + B -d), onde:

L det(xB_ xz ZB;J’A) . 5 det(xB_ x‘; ZB; yA)
det(c d) det(c d)
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Exemplo 4.7: Dadas as retas r e s, ndo paralelas e definidas pelas equagfes abaixo.

Determine o ponto de interse¢do dessas retas.

r:= (x,y) = (1,5 + a(2,1),coma € R

s:= (x,y) (4,3) + B(3,5),compBER

Utilizando a Proposicgdo 4.2, existe um a € R, tal que oponto P = (x4, + a-a,y, + a -

b) = r ns. Dai:

L Gl B P 5)
det(ccl d) det(3 5)

3 5

det(; )

~ det(3 _2)

3:5—(-2)3 15+6 21

2.5-13  10-3 7

Portanto,

P=(1+43-25+3'1) © P=(7,8)
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4.3.5 Discussao de um sistema linear de duas equacdes e duas vaiaveis

Nesta subsecdo relacionamos o estudo das retas com a resolugdo de sistemas
lineares, discutindo os casos de existéncia e unicidade de solugdo. Essa conexao evidencia

a importancia da algebra linear no tratamento de problemas geométricos.

Dados (x4,y4) €7, (xg,Vg) Es e sejam U = (a,b) e v = (c,d) 0s vetores

diretores das retas r e s, respectivamente. Temos:

() O sistema linear é dito possivel e indeterminado se:

det(a b)=0 e det(xB;xA yB_yA)zO;

c d d
(i)  Osistema linear é dito possivel e determinado se det (z Z) * 0;

(iii) O sistema linear é dito impossivel se:

det(‘cl Z)=0 e det(xB;xA yB;yA)qto.

Observacdo 4.3: A analise feita acima é analoga para o det (xB — % VBT yA).

4.3.6 Angulos entre duas retas concorrentes

Mostraremos como calcular o angulo formado entre duas retas concorrentes
utilizando o produto escalar de seus vetores diretores. Para tanto, iniciemos com a

seguinte definicéo.

Definicédo 4.2: Seja 6 o angulo formado por duas retas concorrentes r e s. O valor de 8

sera 0 angulo formado pelos vetores diretores de suas respectivas retas.

— -

Exemplo 4.8: Sejam u = (2,2) e v = (1,0) vetores diretores das retas r e s,

respectivamente. O angulo formado por r e s serd dado por:

v (2,2)(1,0) B 2 2
0Bl T (V2Z+22)(ViZ+0T) T VB V1 T B
Logo,

2
2+/2

0 = arccos S 0 = 45°
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4.3.7 Retas perpendiculares

Apresentamos as condi¢cOes vetoriais para a perpendicularidade entre duas retas,
com base na ortogonalidade de seus vetores diretores. A proposicdo que segue nos dara
condigdo necessaria para tal verificag&o.

Proposicéo 4.4: Dados u = (x4,y;) € U = (x3,y,) 0S vetores diretores das retas r € s,
respectivamente. Se o produto interno dos vetores u e v for igual a zero entdo a reta r

sera perpendicular a reta s (Notacdo; r L s)
Demonstracao:

Seja 6 o angulo formado pelos vetores % e ¥. Pela Secdo 2.11 item (iii) temos que:

—

u-v
— =0 => 06 = 90°
[ul - [v]

—

u-v=0 >

Exemplo 4.9: Seja u = (3, —2) o vetor diretor da reta r. Os pontos A = (2,—8) e B =

(6, —2) pertencem a reta s. Mostremos que r L s.
Note que AB = (4, 6) o vetor diretor da reta s. Temos:
U-v=344+(-2)6=12—-12=0 = 7rls.

4.3.8 Equacédo reduzida da reta perpendicular a uma reta dada e contendo um

ponto fora dela

O resultado que apresentaremos, nos dar condi¢c6es de exibir a equacao reduzida da

reta perpendicular a uma reta AB dada e contendo um ponto P = (xp, yp) fora dela.

Proposicdo 4.5: Dada uma reta r determinada pelos pontos A e B, e ainda, ¥ = (a, b)
seu vetor diretor. Seja P = (xp, yp) Um ponto ndo pertencente a r. A equacao reduzida

de uma reta perpendicular a reta r passando pelo ponto P sera dada por:
(a,b) - (x —xp,y —yp) =0,

onde x e y sdo as coordenadas do ponto Q, tal que AB 1 PQ.

Demonstracéao:

Note que PQ = (x — xp, ¥y — ¥p) é 0 vetor diretor da reta PQ. Assim:
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Dai,
5-P¢=0&(a,b) (x—xp,y = yp) =0
Segue,
a(x —xp) +b(y —yp) =0
Logo,

_a +<a-xp+b-yp)
Y=t b

O que conclui nossa demonstracéo.

Exemplo 4.10: Sejar a reta que passa pelos pontos A = (2,1) e B = (1,0). Dé aequacéo

da reta s que passa pelo ponto P = (2,3) e perpendicular a reta r.

Tome Q = (x,y) € r. Note que ¥ = (—1,—1) e PQ = (x — 2, y—3) sdo os vetores
diretores das retas r e PQ, respectivamente. Queremos r L PQ. Pela Proposicdo 4.4

temos que a equacdo reduzida da reta PQ sera dada pelo ¥ - PQ = 0.
Dai,
3-PQ=0e (-1,-1)(x—2,y-3)=0
Seque,
D &-2)+(CD-y-3)=0

Logo, a equagdo da reta s que passa pelo ponto P = (2, 3) e perpendicular a reta r é dada

por:

y=-—x+5

Os capitulos anteriores tiveram como finalidade apresentar os conceitos
fundamentais que sustentam a proposta de ensino da geometria analitica sob uma
perspectiva vetorial. Para um aprofundamento teérico, recomenda-se a consulta as obras
(Lima, 2015), (Boulos, 2005) e (Steinbruch, 2000). Com base nesse referencial teorico,

propbe-se, no capitulo seguinte, a exploracdo de situacdes que abranjam tanto a
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abordagem tradicional — amplamente difundida nos livros didaticos e nas praticas
escolares da educacdo basica — quanto uma abordagem alternativa, fundamentada nas

operagdes vetoriais.



62

5 RECURSO EDUCACIONAL

O estudo da Geometria Analitica pode ser conduzido por duas perspectivas
principais: a tradicional, baseada em coeficientes angulares e manipulacdes algébricas, e
a vetorial, que utiliza conceitos de vetores para integrar aspectos algébricos e
geométricos. Neste capitulo, apresentamos um comparativo entre essas abordagens,
evidenciando suas diferencas, potencialidades e contribuicdes para o0 ensino e a

aprendizagem.
5.1 E-BOOK

Como recurso educacional resultante desta pesquisa, elaborou-se um e-book
intitulado — Geometria Analitica para o Ensino Médio: Uma Abordagem Vetorial —
destinado a apoiar o ensino e a aprendizagem desse conteudo na educagdo bésica. O
material foi estruturado a partir da proposta metodologica defendida nesta dissertacéo, a
qual privilegia 0 uso de vetores como ferramenta central para o estudo da Geometria
Analitica, em contraposi¢do a abordagem tradicional predominante nos livros didaticos.

O e-book encontra-se organizado em trés Capitulos:

e Vetores no plano — Apresenta a definicdo de vetor a partir da equipoléncia de
segmentos, sua notacao e representacao no plano cartesiano, bem como operacoes
geomeétricas e algébricas fundamentais.

e Triangulos — Discute as condigdes de existéncia, classificacdes dos tridngulos e o
calculo de area;

e Estudo da reta — Contempla a equacgéo vetorial e a equagdo reduzida da reta,

analisando posi¢es relativas entre duas retas e propriedades derivadas.

Além da fundamentacdo tedrica, o e-book inclui exercicios resolvidos que
exemplificam a aplicacdo do método vetorial, bem como atividades propostas para
estimular a pratica autbnoma do estudante. Também foram inseridos recursos visuais,
como representacdes graficas, a fim de favorecer a compreensao e a articulagdo entre

aspectos geométricos e algébricos.
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Dessa forma, o e-book busca constituir-se em um material de apoio didatico-
pedagdgico, coerente com as orientacdes da BNCC (2018), oferecendo ao professor e ao
aluno um instrumento inovador para o estudo da Geometria Analitica em sala de aula e

em atividades complementares.

5.2 DO METODO TRADICIONAL A PERSPECTIVA VETORIAL

Ao articular essas duas perspectivas — a tradicional e a vetorial — objetiva-se
estabelecer um comparativo que possibilite uma analise critica das contribuicdes
conceituais, operacionais e pedagdgicas decorrentes da utilizacdo do vetor como
instrumento estruturante no tratamento dos conteidos de geometria analitica. Parte-se da
hipdtese de que a abordagem vetorial propicia maior coesdo interna entre 0s conceitos,
favorece a generalizacdo dos procedimentos e amplia as possibilidades de
desenvolvimento do raciocinio geométrico, especialmente no estudo de objetos como

pontos, tridngulos e retas no plano cartesiano.

Essa construcdo dialdgica entre abordagens distintas visa, portanto, ndo apenas
sustentar a viabilidade da proposta aqui apresentada, mas também contribuir com a
discussdo sobre praticas pedagdgicas mais coerentes, integradoras e alinhadas aos

pressupostos da Educacdo Matemaética contemporanea.

Com o intuito de conferir rigor metodologico a essa comparacao, elegemos como

referéncia as obras:

e Fundamentos de Matematica Elementar — Volume 7;
e Matematica Paiva — Volume 3;

e Matematica: Contextos & AplicacGes — Volume 3.

Todas amplamente reconhecidas e utilizadas no cenario educacional brasileiro. Tratam-
se de materiais didatico consolidados, cuja abordagem representa fielmente o tratamento
tradicional da geometria analitica na educacdo basica, centrada na manipulagéo algébrica

de equacdes e coordenadas cartesianas.

Dessa forma, ao confrontar os contetdos e os procedimentos apresentados nas

obras citadas acima, com aquelas oriundas da abordagem vetorial aqui defendida, e
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presente em nosso e-book, pretende-se evidenciar as potencialidades dessa proposta,
destacando suas contribuicbes para a compreensdo conceitual, a generalizagdo de
resultados e a resolucdo de problemas. A seguir, serdo apresentadas as aplicacOes

correspondentes.

Exercicio 35: (lezzi etal., 2013, p. 23). Ospontos A = (2,7),B = (=3,0) e C = (16,5)

sao colineares?
Abordagem Tradicional

A abordagem utilizada em para a colinearidade de trés pontos no plano consiste em
verificar se 0s pontos pertencem a uma mesma reta, 0 que equivale a verificar se 0
determinante da matriz formada pelas coordenadas é nulo.

Trés pontos A = (xq,y1), B = (x3,¥,) e C = (x3,y3) sao colineares se, e somente

se, a area do tridngulo que eles formam é igual a zero. A férmula para essa area é:

i L X Y1 1
AreadoAABC=E-det X, y, 1

x3 Y3 1
Dai,
2 7 1
Area do AABC = - det (—3 0 1)
16 5 1
Seque,
Area do AABC =12 det(g }) — 7+ det (Ig 1) +1-det (Ig (5’)]
E ainda,
Areado AABC =[2(0-1-5-1) = 7(=3-1-16-1) + 1(~35 — 16 - 0)]
Logo,
Area do AABC =~[2- (=5) = 7+ (—19) + 1 (—15)]
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N |-

[-10 + 133 — 15]

[108] =54+ 0

N |-

Portanto, os pontos A = (2,7),B = (—3,0) e C = (16, 5) nio séo colineares.

Abordagem Vetorial

Vimos na Secdo 3.1 que os pontos A = (xq,v1), B = (x3,y2) € C = (x3,y3) serdo
vértices de um triangulo se:

Xo — X1 Y2 — W1

det(x3 - X1 Y3 — J’1) #0

Segue,

I W _
det([7 ) =-5'(-2)=(=7)-14=10+98=108 %0

Concluimos que os pontos A, B e C sao vértices de um tridngulo, isto €, 0os pontos ndo sao

colineares.

Exercicio 6:(Paiva, 2013, p.39). Sejam os pontos A = (2,5),B =(10,—1) e C =
(9,-2).
Letra b) Mostre que ABC € um Tridngulo retangulo.

Abordagem Tradicional

A ideia é aplicar o Teorema de Pitagoras, para tanto, devemos determinar o
comprimento dos lados do triangulo ABC.

Temos:

(AB)% = (dap)* = (10 — 2)2 + (=1 —5)% = (8)2 + (—6)% = 64 + 36 = 100
(AC)% = (dyc)? = (9—2)*+ (=2 —5)% = (1) + (=7)2 = 49 + 49 = 98
(BC)? = (dpc)*=(09—-10)*+(-2+1)?*=(-1D?*+(-1)*=1+1=2
Note que:

(AB)? = 100 = 98 + 2 = (4C)* + (BC)?

Isto &,
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(AB)? = (AC)? + (BC)?
Logo, os pontos A = (2,5),B = (10,—1) e C = (9,—2) sdo vértices de um triangulo
retangulo.

Abordagem Vetorial

Note que,
AB = (8,-6) e AC = (7,-7)
Segue,
AB-AC =87+ (—6)-(=7) =56 +42 =98

Note ainda que,

— 2

|AC| =72+ (=7)? =49+ 49 =98

Aplicando a Proposicdo 3.1 temos que os pontos A = (2,5),B = (10,—-1) e C =

(9, —2) sdo vértices de um triangulo retangulo.

Exercicio 21: (lezzi et al., 2013, p.16). Determine os pontos que dividem o segmento

AB em quatro partes iguais, sendo A = (3,—2) e B = (15,10).
Abordagem Tradicional

Dividir um segmento AB em quatro partes iguais significa encontrar trés pontos

internos que 0 seccionam em quatro segmentos congruentes. Para isso, aplicamos a

férmula do ponto que divide um segmento na razdo r = %:

P_(n-xA+m-xB n-y+m-y3>
N m+n " m+n

Como queremos dividir em partes iguais, considere as razdes:

e Primeiro ponto (P;): %

_(3-3+1-153(—2)+1-10)_(9+15—6+1O)_<244)_(61)
1 1+3 ~  1+3 “\ 4 7 4 ) 4)

e Segundo ponto (P,): %

_(2-3+2-15 2(—2)+2-10)_(6+30 —4+20>_(36 16)_(94)
2= 242 7 242 “\ 4 7 4 )T \4aa) N

e Terceiro ponto (P3): %
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3:<1-3+3-15 1(—2)+3-10>:(3+45 —2+30):(48 28):(12’7)

3+1 ' 3+1 4 4 44

Abordagem Vetorial

Seja r a reta que passa pelos pontos A = (3,—2) e B = (15,10) e v = (12,12)
seu vetor diretor. Pela Se¢éo 4.1 a equacéo vetorial da reta r é dada por:
(x,y)=(3,-2) +t(12,12),comt € R

Tomemos o ponto P;(x,y) € r. Segue:

e Set=02=Py(3,-2)

e Set=1= P, (15,10)
Assim, 0s pontos que satisfazem o exercicio pertencem a reta quando 0 < t < 1. Como
gueremos dividir o segmento em quatro partes iguais, devemos tomar 0s seguintes

valores para t:

e Set=-=Pi=(3,-2)+;(1212) = (3+3,-2+3) = (6, 1)
4

e Set=-oPi=(3,-2)+5(12,12) =3 +6,-2+6) = (9,4)
2

e Set=25P:=(3,-2)+2(12,12) = (3+9,-2+9) = (12,7)
4

Exercicio 126: (lezzi et al., 2013, p.70) Determine a equagio da reta paralela a reta

determinada pelos pontos de coordenadas A = (2,3) e B = (1, —4) passando pelo ponto
P = (0,0).

Abordagem Tradicional

Na geometria analitica tradicional, uma reta no plano € identificada principalmente
pelo seu coeficiente angular m, que representa sua inclinacdo. Duas retas séo paralelas se

tiverem o mesmo coeficiente angular.

(1) Coeficiente angular da reta 4B;
O coeficiente angular m,. de uma reta que passa por dois pontos é:

Yg—Ya_—4—-3 7

= =— =7
Xp — Xa 1-2 -1

m, =

(2) Equacéo da reta que passa pela origem.
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Sabemos que a retas paralelas ttm mesmo coeficiente angular, portanto a reta
procurada também tera coeficiente angular igual a 7. Além disso, a reta passa pelo
ponto (0, 0), entdo podemos utilizar a equacéo reduzida reta:

y=mx+5»

Como b é o valor de y quando x = 0, e a reta passa pela origem, temos b = 0.

Portanto, a equacao procurada é:
y=7x
Abordagem Vetorial

SejaQ = (x,y) & AB. Note que AB = (—1,—7) e PQ = (x, y) sdo os vetores diretores

das retas 4B e ?5 respectivamente. Utilizando o resultado da Proposic¢éo 4.2.

Temos,

det( a b )zO@det<_1 _7)=O
X—Xp Y—Yp X

Seque,

-1-y—x-(=7)=0
Logo, a equacao da reta paralela a reta determinada pelos pontos de coordenadas A =
(2,3) e B = (1,—4) passando pela ponto P = (0, 0) € dada por:

y=7x

Exercicio 46: (Dante, 2016, p.100). Seja r uma reta que passa pelos pontos A =
(2,0), B = (0,4). Outra reta s passa pelos pontos C = (—4,0) e D = (0, 2). O ponto de
interseccao das duas retas € P = (a, b). Nessas condi¢es, calcule as coordenadas a e b

do ponto P.
Abordagem Tradicional

Iremos determinar cada equacdo da reta a partir de seus pontos. Em seguida,
resolveremos o sistema linear formado pelas duas equagdes para obter o ponto de

interseccgéo.

(1) Equacéo da reta r.

Sabemos que:
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yp—Ya 4—-0 4

= =—=-2
xg—x4 0—-2 =2

Myp =

Sabendo que a equacéo reduzida da reta é dada por y = mx + b, e como myp = —2
eAd =(2,0) €r,temos:
0=-2-Q+b=>b=4
Logo, a equacdo reduzida da reta r é:
y=-2x+4
(2) Equacéo da reta s.

De forma anéloga a (1), temos que a equacéo reduzida da reta s €:

1
y=5x + 2
(3) Resolvendo o sistema linear obtido de (1) e (2):
y=—-2x+4
1
y = EX + 2

Igualando as duas equac0es:

2 +4—1 +2 —4
— == ©Sx==
X 5% X =c

Substituindoem y = —2x + 4

= -2 <4>+4<:> —12
Y= 5 Y=7

Logo, o ponto de interseccdo das retasre s é P = (g%z)

Abordagem Vetorial

Note que % = (2,4) e ¥ = (2 —3) sdo vetores diretores das retas AB e CD,
respectivamente. Dai as equac@es das retas serdo dadas por:

AB = (x,y) = (2,0) + a(—2,4), com a € R;
CD = (x,y) = (0,2) + (4,2),com B € R.

Utilizando a Proposicao 4.3, existe um a € R, tal que o ponto P(x4 + aa,y, + ab) =

AB n CD. Dai:
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_det(xg—cx,q 3’3(‘13’,4>_ det(_42 %)  a@)-24  —12 3
T @ by T det([2 1) T “2@=#4 = =20 75

Portanto,
p= (2 3043 4) - P= (iE)
5 5 55
Exercicio 143: (lezzi et al., 2013, p.74) Seja r a reta que passa pelos pontos A = (0,1)
e B = (1,0). Dé a equacgdo da reta s que passa pelo ponto P = (1,2) e perpendicular &

retar.
Abordagem Tradicional

A abordagem tradicional esta fundamentada no conceito de coeficiente angular m,
que mede a inclinagdo de uma reta no plano cartesiano. O raciocinio parte da varia¢éo de
y em relacdo a x — ou seja, o quanto a reta “sobe ou desce” a medida que avan¢amos no

eixo x.

(1) Coeficiente angular:
O coeficiente angular m,. de uma reta que passa por dois pontos é:

m :yB_yA:O_lz_l
" oxg—x4 1-0

(2) Condicao de perpendicularidade:

Se duas retas sdo perpendiculares, o produto de seus coeficientes angulares € igual a

1. Logo, se m,, = —1, entdo o coeficiente angular de s, denotado por my, sera:

mg(—1)=-1=>m,=1

(3) Equacéo da reta s:

Substituindo o ponto P = (1, 2) e o coeficiente angular m; = 1 na equacédo abaixo:

y—yp=my(x—xp)=>y—2=1(x—1)=>y=x+1

Logo, a equacdo da reta s que passa pelo ponto P = (1, 2) e perpendicular a reta r é

dada por:
y=x+1

Abordagem Vetorial

Tome Q = (x,y) € AB. Note que AB = (1,—1) e PQ = (x — 1, y — 2) s&0 0s vetores

diretores das retas 4 e PQ, respectivamente. Utilizando o resultado da Proposicéo 4.5.
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Temos,
AB-PQ=0o(1,-1)-(x—1,y—-2)=0
Segue,
I-x-D+(CD-(y—-2)=0
Logo, a equagéo da reta s que passa pelo ponto P = (1, 2) e perpendicular a reta r é dada

por:

y=x+1
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo teve como propdsito central propor uma alternativa
metodoldgica para o ensino da Geometria Analitica no Ensino Médio, fundamentada em
uma perspectiva vetorial. Para alcancar esse objetivo geral, buscou-se, em primeiro lugar,
apresentar e contextualizar o conceito de vetor como ferramenta conceitual e operativa,
capaz de sustentar de maneira unificada os principais conteddos da Geometria Analitica.
Essa fundamentagdo inicial forneceu a base necessaria para o desenvolvimento dos
capitulos seguintes, onde a linguagem vetorial foi constantemente utilizada como eixo

estruturante.

Na sequéncia, buscou-se explorar contetdos especificos da Geometria Analitica
sob a oOtica vetorial, como o estudo de triangulos, areas e equacdes da reta. Essa
exploracdo, realizada sobretudo nos capitulos 3 e 4, permitiu evidenciar o potencial da
abordagem vetorial na sistematizacdo dos procedimentos matematicos, favorecendo a
integracdo entre conceitos geométricos e ferramentas algébricas. A analise comparativa
apresentada no Capitulo 5, entre a abordagem tradicional — marcada pela manipulacédo
algébrica de equacdes e coordenadas cartesianas — e a abordagem vetorial — centrada
na utilizacdo de vetores — mostrou que a segunda amplia as possibilidades de

generalizacdo, articulagdo conceitual e clareza metodoldgica.

Por fim, com o intuito de dar aplicabilidade préatica a proposta e de oferecer um
recurso pedagogico acessivel, foi desenvolvido e disponibilizado um e-book como
produto educacional. Nele, os conteldos da Geometria Analitica tradicionalmente
ensinados no Ensino Médio foram revisitados sob a perspectiva vetorial, reafirmando a
viabilidade da proposta e fomentando o debate sobre praticas alternativas no ensino da

matematica.

Dessa forma, a articulacdo entre os objetivos especificos permitiu ndo apenas
alcancar o objetivo geral desta pesquisa, mas também demonstrar que a abordagem
vetorial constitui uma alternativa metodoldgica relevante, alinhada as exigéncias

curriculares da Educacdo Basica e promissora para a superacdo das dificuldades
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recorrentes no ensino de Geometria Analitica. Conclui-se que o enfoque vetorial pode
contribuir para uma formacdo matemética mais sdlida, critica e reflexiva, ao mesmo
tempo em que abre caminho para préaticas docentes comprometidas com o fortalecimento

do ensino de matematica na Educagéo Basica.
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